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TABELA N° 12

N? de animais tratados x> para 12% de mortalidade

25 1,2

50 2,8
100 23
125 6,1
150 6,5
175 6,6
200 6,3
250 4,0
275 2,0

Muito mais haveria a dizer sobre testes de significancia, mas,
embora o assunto seja de grande interesse para agronomos, nao po-
de ser desenvolvido nesta cadeira. E, se nos alongdmos um pouco a
respeito do teste do 2, foi sobretudo para dar uma ideia de como o
Célculo das Probabilidades pode intervir nas aplicacdes de carécter
agrondmico.

B - Probabilidades

1. Légica indutiva

Suponhamos que, em 7 realizagdes, duma mesma prova %P, um
dado acontecimento a se realizou n vezes: entdo, a frequéncia rela-
tiva do acontecimento o, na referida série de provas, serd f=n/n=1.
Como ja tivemos ocasido de observar, este facto nao habilita a con-
cluir que o seja um acontecimento certo. No entanto, se 0 nimero »
de provas realizadas for muito grande, é-se levado a admitir que o
acontecimento € praticamente certo, embora nao se possa concluir
que seja certo (em absoluto). Nisto consiste, esquematicamente, a
indugdo ou raciocinio indutivo, que se encontra na base de toda a
ciéncia experimental. E bem sabido que as leis fisicas ou, melhor,
as leis da Natureza, t€m caricter contingente: nao se pode garantir
que sejam absolutamente infaliveis.

Seja, por exemplo, a seguinte experiéncia: aproximar uma chama
dum frasco, com a boca para baixo, no qual se tenha introduzido
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uma mistura de hidrogénio e oxigénio, em propor¢des convenientes.
E, entdo, praticamente certo que se verifica o fenémeno “explosio”.

Trata-se, aqui, duma lei quimica qualitativa, de cuja contingéncia
nos apercebemos, sobretudo, se ndo tiverem sido definidas, com
certa precisao, as condi¢cdes em que a experiéncia deve ser realizada.
Muitos outros exemplos poderiamos citar, de leis qualitativas, com
0 mesmo caracter contingente.

As leis quantitativas correspondem a um grau mais elevado de
conhecimento, a uma fase mais avangada da ci€ncia: mas nelas sub-
siste 0 cardcter de contingéncia. Primeiro que tudo, devemos lem-
brar-nos de que as medidas das grandezas fisicas nunca podem ser
exactas (ndo faz, mesmo, sentido falar de medida exacta duma gran-
deza empirica — seja comprimento, seja velocidade, seja carga eléc-
trica, seja um pH, seja qualquer outra). J4 daqui resulta uma certa
margem de incerteza, isto €, de contingéncia.

Consideremos, por exemplo, esta experiéncia: aquecer um pedago
de chumbo a uma temperatura de cerca de 335 graus centigrados, em
condicdes normais. E praticamente certo que se verifica o fenémeno
fusdo. Mas no proprio caracter aproximativo da temperatura indica-
da, bem como no significado da expressao ‘“‘condi¢des normais’’, ha
uma origem de incerteza, que pode ser reduzida (indicando, por
exemplo, uma vizinhanca de 335 na qual se prevé o acontecimento),
mas nunca eliminada.

Recordemos, ainda, leis fisicas, de nivel mais elevado: a lei da
gravitagdo, as leis da termodindmica, as leis do electro-magnetismo,
etc. Como € sabido, nenhuma destas leis se adapta exactamente a
realidade: assentam todas em hipdéteses simplificadoras, que s6 apro-
ximadamente se podem realizar. Essas leis sdo, pois, apenas esque-
matizacoes duma realidade que € sempre demasiado complexa, de-
masiado mutével, para se deixar traduzir fielmente na simplicidade
dos nossos simbolos.

Assim, a lei dos gases perfeitos deve o seu nome ao facto de se
ter convencionado chamar “gases perfeitos” aos gases que a seguem
rigorosamente, o que imprime a essa lei um certo caracter de defini-
¢ao ou de postulado. A verdade, porém, € que ndo hé gases perfeitos:
hd, apenas, gases que se aproximam, mais ou menos, dessa forma
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ideal. Uma lei que substitui aquela, dando uma melhor aproximacio
da realidade, € a de Van der Waals; mas nem mesmo essa podera ser
exacta. Porque € lei metafisica das leis fisicas, o serem contingentes.

O método experimental, € com ele 0 método matemaético, tem-se
estendido progressivamente, do dmbito restrito das ciéncias fisico-
-quimicas, ao das cié€ncias bioldgicas, ao das ci€ncias sociais, etc.
Nestes novos dominios, mais acentuado se torna o caricter contin-
gente das leis naturais. No entanto, algumas se apresentam com visos
de certeza inabaldvel, como aquela que tem servido de premissa a
um exemplo cléssico de silogismo:

“Todos os homens sao mortais’.

H4 aqui, de certo modo, uma lei bioldgica qualitativa. Mas se
tentarmos precisa-la quantitativamente, afirmando, por exemplo:

“Todos os homens morrem antes dos 300 anos de idade”,

ja4 nao sentiremos o mesmo grau de seguranca. Conhecemos nos,
suficientemente, o passado da espécie humana? E que sabemos nos
sobre o futuro?

O que pode dizer-se € que, nas condi¢des actuais, é extrema-
mente improvdvel, praticamente impossivel que um ser humano
atinja a idade de 300 anos. Um outro exemplo andlogo é o que se
refere a alturas: € praticamente impossivel que um ser humano cresca
até atingir a altura de 4 metros.

Se formos baixando estes limites, o grau de incerteza aumentard
— e entraremos, abertamente, no campo das probabilidades. E de sa-
lientar que o Célculo das Probabilidades e a Estatistica se tém de-
senvolvido principalmente no sector das ci€ncias bioldgicas e das
ciéncias sociais. Mas certo €, também, que, por um movimento de
retrocesso, acabaram por invadir o campo das ciéncias fisicas, prin-
cipalmente no que se refere ao estudo do 4tomo. A fisica moderna
tem cardcter probabilista.
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NOTA. Uma fonte priméria de contingé€ncia est4d na impossibilidade
que hd em definir exactamente os conceitos relativos a0 mundo em-
pirico, — em delimitar com precisdo os atributos dos entes naturais.
Esta impossibilidade tem sido origem constante de especulagdes
filosoficas através dos séculos. Platao resolvia a dificuldade, distin-
guindo duas formas de existéncia: a realidade sensivel ou mundo
dos fenomenos, que conhecemos por meio dos sentidos, € a realidade
inteligivel ou mundo das Ideias, que conhecemos por meio da razao
e da qual a primeira €, apenas, imitacdo grosseira. Recorde-se, ainda,
a querela que, na Idade Média, dividiu os filésofos em realistas e
nominalistas, os primeiros proclamando a realidade dos universais
(isto é, das classes, dos entes abstractos) e a sua supremacia sobre o
contingente e o transitorio; os segundos afirmando que os conceitos
abstractos s@0, apenas, nomes, ficcdes comodas, € que sO os indivi-
duos existem.

No fundo, trata-se de duas tendéncias complementares, ineren-
tes ao nosso espirito, com predominio duma ou doutra conforme as
pessoas e as situacdes. Assim, 0 matematico assume geralmente a
atitude platonica (realista), reportando ao mundo dos seres ideais,
de maneira mais ou menos consciente, os conceitos abstractos que
sdo objecto do seu pensamento. Por sua vez, o experimentador ten-
de para a atitude nominalista (ou empirista). Do equilibrio das duas
tendéncias, segundo o bom-senso, € que pode resultar o éxito da
actividade intelectual: toda a teoria deve ser controlada pela expe-
riéncia, assim como a pratica deve sempre ser guiada pela teoria.

2. Légica dedutiva

Ao raciocinio indutivo das ciéncias experimentais contrapde a
Matemitica o raciocinio dedutivo. A contingéncia fisica das leis
fisicas opOe-se a certeza matemdtica das deducdes matematicas.
Considerem-se, por exemplo, 0s seguintes teoremas:

“O quadrado dum nimero impar € sempre um nimero impar™.

“Toda a equacdo de coeficientes complexos admite pelo menos
uma solu¢do no campo complexo”.

“Toda a série de poténcias de x € derivavel, termo a termo (em
ordem a x), no seu intervalo de convergéncia”.
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Encontramos aqui um carécter de certeza e precisdo que contras-
ta vivamente com a natureza dubia e aproximativa das leis naturais.
Contudo, ja se nota diferenca, quando se passa da matematica pura
para as matemadticas aplicadas. A préopria Geometria é, sob certo
aspecto, um ramo da Fisica. Consideremos, por exemplo, o bem
conhecido teorema da geometria euclideana:

“A soma dos angulos dum tridngulo (plano) € sempre igual a
um angulo raso”.

Dois métodos diferentes se podem seguir para estabelecer a ve-
racidade desta proposi¢ao:

1? — Método indutivo ou experimental — Medem-se os angulos
internos de vérios tridngulos e verifica-se que a soma dos angulos
de cada tridngulo se aproxima bastante de 180°, tanto mais quanto
mais perfeito for o tracado dos tridngulos e mais precisa for a medi-
¢do. E este 0 método seguido na primeira fase do ensino da Mate-
matica no liceu.

2?2 — Método dedutivo ou racional — Demonstra-se a proposicao,
deduzindo-a logicamente de proposi¢cdes mais simples, cuja veraci-
dade se considera evidente. Estas proposi¢coes evidentes sdo os cha-
mados axiomas ou postulados da geometria euclideana. No teorema
em questdo, o postulado que intervém de maneira essencial é preci-
samente o postulado de Euclides:

“Dados um ponto € uma recta, existe sempre uma recta, € uma
s0, que passa pelo ponto dado e € paralela a recta dada”.

Mas o declarar evidentes os postulados € uma atitude cémoda,
que exige reflexd@o. Tém eles, de facto, caricter de certeza absoluta?

Um dos grandes progressos da histéria do pensamento, realizado
no século passado, foi precisamente o de reconhecer que os postula-
dos da geometria euclideana tém a natureza contingente € aproxi-
mativa das leis naturais. Nem leis se podem dizer, propriamente,
mas sim hipéteses, cuja legitimidade se avalia indirectamente pelas
suas consequéncias légicas. Insinuam-se no nosso espirito, por um
longo processo indutivo, dificilmente controldvel, que se desenvolve
na experiéncia quotidiana, no exercicio constante da nossa activida-
de neuro-muscular. E esta uma forma de indugéo que se confunde
com aquele processo directo de conhecimento a que se dd o nome
de intuicado.
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Mas a nossa experi€ncia quotidiana refere-se a uma regiao limi-
tada do espaco. A teoria da relatividade veio mostrar, precisamente,
que, nos espacgos astronomicos, nao € a geometria euclideana a que
mais se aproxima da realidade: ai, a soma dos angulos internos dum
triangulo pode tornar-se sensivelmente superior a 180°.

O que se disse a respeito do teorema citado aplica-se a qualquer
outro. A contingéncia dos postulados transmite-se a todos os teore-
mas. O que € matematicamente certo nao € o teorema, mas, sim, 0O
facto de o teorema ser consequéncia logica dos postulados.

Entretanto registem-se as vantagens do método racional. En-
quanto o método empirico exige um grande nimero de verificacoes
fastidiosas, o método racional, com elegante simplicidade e perfeito
rigor, reduz a veracidade do teorema a de proposicdes ja reconheci-
das como verdadeiras. Estas vantagens patenteiam-se, em particular,
no Calculo das Probabilidades.

3. Conceito natural de probabilidade

As consideragdes precedentes mostram que os termos ‘‘verda-
deiro” e “falso”, aplicados a proposi¢Oes, se tornam insuficientes,
quando, da realidade inteligivel da Matemética, se passa a realidade
sensivel dos fendmenos. Os conceitos de “‘verdadeiro” e ‘‘falso”
cedem, entdo, o lugar ao conceito de ‘““probabilidade”, correlativo
do de “incerteza” ou ‘“‘contingéncia’: um facto dir-se-4 tanto mais
provdvel quanto menos contingente for.

O conceito de probabilidade, como todos os conceitos relativos
ao mundo empirico, ndo € susceptivel de definicdo 16gica: gera-se
no nosso espirito por um processo indutivo. Mais até, faz parte in-
trinseca do préprio mecanismo da inducdo. E o que vamos ver, ten-
tando esclarecer este conceito.

Seja oo um dos acontecimentos a prever numa certa experiéncia
% e suponhamos que esta experiéncia foi efectuada em vdrias séries
de provas, todas em grande niimero:

Série 1 P, 1, Pias «ovsninns , P\, ,, (n, provas)
Série 2 =P, s Py voerennnn , P, ,, (n, provas)

........................................................................................................

Sériem —-P_, P

Mm99 secesscen
’
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Se forem, respectivamente, v, v,, ..., v, as frequéncias absolu-
tas do acontecimento o nestas séries de provas, serao

as correspondentes frequéncias relativas. Suponhamos, ainda, que
se verificou uma sensivel concordancia entre estas frequéncias, isto
€, que todas se localizaram num pequeno intervalo | f,—€, f,+€[:

V. .
fo—e€<—Lt<f,+e, parai=1,2,...,m.

i

Aplicando o raciocinio indutivo, exactamente como se faz ao
estabelecer as leis naturais, seremos levados a admitir, como prati-
camente certo, que:

Em toda a série formada por muitas realizacoes de P (em nii-
mero ndo inferior ao maior dos nimeros n,, n,, ..., n,) a frequéncia
relativa de o, ficard situada entre f,— € e f, + €.

E, entdio, natural dizer que f, € um valor aproximado da proba-
bilidade de o, com erro inferior a € (ou a menos de €).

Por exemplo, se em tais séries de provas se registou sempre uma
frequéncia relativa de o entre 7% e 11% (ou seja, entre 0,09-0,02 e
0,09 +0,02), dir-se-a4 que 0,09 € um valor aproximado, a menos de
0,02, da probabilidade de a.

Suponhamos, agora, que se efectuaram novas séries de realiza-
coes de P, em niimeros bastante maiores que 0os anteriores, € que
passou a registar-se uma frequéncia relativa de o, entre

€ (S
c f1+—;

f‘_ﬁ 10

dir-se-4, entdo, que f, € valor aproximado da probabilidade de o, a
menos de €/10. Analogamente, poderfamos imaginar valores f,, f,, ...,
aproximados da probabilidade de o a menos de €/10?, de €/10°, etc.
A probabilidade aparece-nos, assim, como grandeza que se mede,
tal como se fosse uma grandeza fisica (uma velocidade, um ponto
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de fusdo, uma densidade, etc.), com o caricter contingente e aproxi-
mativo que revestem todas as medi¢Oes empiricas. Ja as expressoes
“grandes numeros’’, “nimeros bastante maiores’’, atrds usadas, en-
volvem a aplicacdo de critérios subjectivos, humanos, a que falta ri-
gor matematico, mas que sao inevitaveis.

Tal como sucede com as grandezas fisicas, é-se levado a ideali-
zar, para cada acontecimento o (em certos tipos de experi€ncias),
um valor exacto, p, da probabilidade de o, que seria, por assim di-
zer, o limite da sucessdo dos valores aproximados f,, f,, f,,... Mas
€ claro que um tal valor exacto ndo existe nos casos concretos — as-
sim como nao existe o valor exacto duma grandeza fisica: trata-se
apenas de convengdes comodas, que 0 nosso espirito transporta para
o mundo platénico dos entes ideais, para sobre as mesmas poder
construir uma teoria racional — uma teoria matemdtica™®.

Note-se, ainda, que a unidade adoptada para medir a probabili-
dade do acontecimento o € a probabilidade do acontecimento certo
— isto €, a certeza®. Por sua vez, a0 acontecimento impossivel é
atribuida a probabilidade 0. Deste modo, a probabilidade p de o de-
verd ser um numero tal que

J2spsl.

Se p for aproximadamente igual a 1, dir-se-4 que o € pratica-
mente certo. Se p for aproximadamente igual a 0, dir-se-4 que o é
praticamente impossivel. Mas o grau de aproximacao a partir do
qual se dird uma ou outra coisa € questao manifestamente subjectiva.
Registe-se, entretanto, que, para um acontecimento ser considerado
praticamente certo, nao € necessario que se realize em fodas as provas
que tenham sido efectuadas: admite-se a possibilidade de excepgoes,
contanto que estas sejam extremamente raras.

E, analogamente, no caso oposto.

(1)—Esta concepgéo da probabilidade como constante fisica dos acontecimentos € devida ao
matemadtico francés MAURICE FRECHET.

(2)—Recorde-se que, na medida dos arcos, se pode tomar unidade a circunferéncia. Uma das
maneiras sugestivas de indicar graficamente as probabilidades (ou as frequéncias relativas)
de vérios acontecimentos incompativeis, consiste em representa-los por meio de sectores
dum circulo, de amplitudes proporcionais a essas probabilidades (ou frequéncias).
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O termo “probabilidade™, tal como acabamos de o precisar, &
usado na prética com maior ou menor propriedade. Recordemos o
exemplo das tabuas de mortalidade, sobre as quais os actudrios das
companhias de seguros baseiam o célculo dos prémios a pagar em
seguros de vida. Essas tdbuas sdo, no fundo, estatisticas, isto €, ta-
belas de frequéncia, relativas a populacdes numerosas. Assim, por
exemplo, a tdbua de mortalidade alema para homens, correspondente
ao decénio 1901-1910, indica que, entre 10.000 criancas com me-
nos de 1 ano, 3.608 chegaram a idade de 65 anos. Deste modo, a
probabilidade de que um recém-nascido venha a atingir os 65 anos
serd, aproximadamente:

3.608
= 0.
10.000

Por sua vez, a mesma tdbua mostra que, entre 10.000 criangas
com menos de 1 ano, 7.065 chegam aos 20 anos. Daqui se deduz
que a probabilidade de um rapaz de 20 anos chegar aos 65 anos é

3.608 _ 51%.

7.065

maior que a precedente.

A mesma tdbua dé para criancas de menos de 1 ano, a probabili-
dade 0,68% de chegar aos 90 anos, a probabilidade 0,0038% de
atingir os 100 anos, etc.

Mas note-se que as tdbuas de mortalidade t€m de ser revistas de
tempos a tempos € ndo devem ser as mesmas para todas as regioes,
para todas as racas, para os dois sexos, etc.

A probabilidade dum acontecimento pode, assim, estar sujeita a
uma evolucio imprevisivel no tempo e no espaco. E este um facto que,
pelo menos aparentemente, estd em contradicdo com o conceito de
probabilidade, tal como foi atrds explanado. O mesmo € dizer que
as leis fisicas evoluem de maneira imprevisivel no tempo e no
espago — deixando, portanto, de ser leis. A explicag¢do do facto estd,
ainda, no caricter contingente do raciocinio indutivo, que impde
sempre a seguinte norma prudencial ao experimentador: as indugoes
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§s0 merecem confianca em regides limitadas do espaco e do tempo;
ndo podem ser extrapoladas muito para além do dominio das expe-
riéncias efectuadas.

Portanto, s6 quando a evolucao for lenta seré licito falar de pro-
babilidades.

Recordemos, ainda, o exemplo dos desastres de avido: € hoje
menor do que ha vinte anos a frequéncia relativa dos desastres de
aviacdo em percursos iguais. Neste caso, embora seja mais rapida a
evolucao, ainda, de certo modo, € licito falar de probabilidade no
sentido atrds considerado®.

Casos hé, porém, em que o emprego desta palavra escapa, de to-
do, a critérios quantitativos, que lhe confiram interesse cientifico.

4. Axiomatizacao do conceito de probabilidade

Viu-se no niimero anterior que, para fundar uma teoria matema-
tica das probabilidades, se idealiza para cada acontecimento, em
certos tipos de experiéncias, um valor exacto da sua probabilidade.
Contudo, seja esse valor uma conven¢do ou uma realidade, o que
interessa para o desenvolvimento l6gico da teoria ndo €, propria-
mente, 0 conceito em si, mas, antes, o conjunto das suas proprieda-
des formais que intervém nos cédlculos e nos raciocinios. O que hé a
fazer, entdo, € escolher, entre essas propriedades, algumas mais sim-
ples, das quais se possam deduzir logicamente todas as outras. As
propriedades escolhidas dir-se-d0 propriedades fundamentais ou
axiomas € 0 seu conjunto terd o nome de axiomadtica. Ja em Mate-
maticas Gerais foi estudada uma axiomaética dos grupos continuos
de grandezas. Trata-se, agora, de estabelecer uma axiomatica do
conceito de probabilidade, no caso dos corpos finitos de aconteci-
mentos, considerando aquele conceito como primitivo, isto €, nao
definivel logicamente a custa de outros.

Seja, pois, R um corpo finito de eventualidades a considerar nu-
ma dada prova P, e suponhamos que a cada eventualidade o0 € R,
corresponde uma determinada probabilidade, que designaremos pelo

(1) — Nos seguros relativos a acidentes de avia¢do, as companhias americanas fazem hoje o
calculo dos prémios como se houvesse morte de um passageiro em 20.000 viagens de
ida e volta.
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simbolo Pr(a). Tomaremos como fundamentais as propriedades
seguintes (:

AXIOMA 1. A probabilidade de o. é sempre um niimero real ndo
negativo, isto é:

Pr(o) > 0, gualquer que seja o. € R.

AXIOMA 2. Se o e B sdo acontecimentos incompativeis de R,
tem-se:

Pr(c + B) = Pr(o) + Pr(p).

(Convém aqui rever, cuidadosamente, as no¢des do n.° 2 e do
n.° 3 relativas as dlgebras de atributos e de acontecimentos).

AXIOMA 3. A probabilidade do acontecimento certo é 1; isto é,
tem-se:

Pr(o) =1, se o é certo.

Estas propriedades concordam com o conceito empirico de pro-
babilidade, tal como foi atrds introduzido. Sendo as probabilidades,
por assim dizer, limites de frequéncias relativas, € natural que se
conservem as propriedades das frequéncias relativas que ndo mu-
dam na passagem ao limite.

Os axiomas 1 e 2 dizem-nos, simplesmente, que a funcdo Pr(o)
€ uma distribuicdo definida no corpo R. O axioma 3 acrescenta que
essa distribui¢ao € relativa. Diremos, entdo, que se trata duma dis-
tribuicdo de probabilidade definida em R. Mas s6 nas aplicacdes
concretas serd’ possivel distinguir uma distribuicao de probabilidade
duma distribuicdo de frequéncia, pois que a anterior axiomatica se
limita a dar os caracteres duma distribui¢do abstracta.

(1) — Virios autores consideram, ainda, como axioma a propriedade relativa a probabilidade
do produto. Mas essa propriedade pode considerar-se como defini¢do ou como conse-
quéncia de defini¢io de probabilidade condicional, como veremos.
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Da anterior axiomética deduzem-se, desde logo, as seguintes
consequéncias (que se estendem a qualquer distribuicdo):

TEOREMA 1. Se o implica B, entdo Pr(a) < Pr(p).

Com efeito, se o0 C 3, tem-se f = o + &P} e, como o e O sdo
incompativeis, vem, pelo axioma 2,

Pr(B) = Pr(o) + Pr(a.f3)
donde se conclui, pelo axioma 1, que Pr(p) = Pr(o).
COROLARIO. Qualquer que seja o. € R, tem-se:

Pr(o) £ 1.

Com efeito, todo o acontecimento o de R implica o aconteci-
mento certo: isto €, em formula:

oaCl,
donde, pelo teorema 1 e pelo axioma 3:
Pr(o) < 1.

TEOREMA 2®. Se o, O.,, ..., O, sdo acontecimentos (de R) in-
compativeis dois a dois, a probabilidade de que se realize um dos
acontecimentos 0., O.,, ..., 0. € a soma das probabilidades destes
acontecimentos, isto é, tem-se:

Pr(¥ a,) =X Pr(a,), se o0, = J para i # k.

Basta aplicar, repetidamente, o axioma 2, observando que €

o, + 0L+ 0 = (0 + O) + 0, O + O + O + 0, = (0 + O + 0L) + O, ete.,

(1) — Também conhecido por principio das probabilidades totais.
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€ que, se o, 0, ..., 0, sdo incompativeis dois a dois, também o, é
incompativel com o, + o.,, 0, com o, + O, + O.,, etc.

TEOREMA 3. Quaisquer que sejam o, B € R, tem-se
Pr(o + B) = Pr(o) + Pr(B) — Pr(af).

Basta notar que o, + B = o + &p + of e aplicar o teorema 2,
notando que Pr(a) =Pr(o B) + Pr(a), Pr(B) =Pr(af) + Pr(af).
O teorema pode generalizar-se ao caso de vérios acontecimentos,
obtendo-se a formula de DANIEL DA SILVA (cf. A-10).

TEOREMA 4. A probabilidade do acontecimento contrdrio de o. é
a diferenca para 1 da probabilidade de o; isto é:

Pr(a) =1-Pr(o).

Consequéncia imediata dos axiomas 2, 3 e da definicdo de con-
trario (o.+ o =1, a.oe=J), conforme ja se viu para as distribui¢des
em geral.

COROLARIO. Se o é acontecimento impossivel, tem-se
Pr(o) =0.

Basta lembrar que o acontecimento impossivel € contrario do
acontecimento certo e aplicar o teorema 4 com o axioma 3.

E claro que, em virtude do teorema 2, uma distribuicdo de pro-
babilidade num corpo finito R fica determinada, logo que se conhe-
cam as probabilidades das células de R : a probabilidade dum acon-
tecimento o0 € R serd a soma das probabilidades dos acontecimen-
tos celulares de que o € a soma. Tudo estd, pois, em determinar as
probabilidades das células.

5. Alguns exemplos de calculo de probabilidades a priori

Por vezes, a distribui¢cdo de probabilidade num corpo finito po-
de ser determinada a priori (isto €, antes de qualquer experiéncia
deliberada) por simples consideracdes ditadas pelo senso-comum.
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Um dos exemplos cléssicos, j4 atrds invocados, € o que se refere a
extraccao casual de bolas ou de cartdes duma caixa. Consideremos
o caso duma urna com N bolas, que designaremos por x,, X,, ..., Xy.
Seja U o conjunto destas bolas e seja P a experiéncia que consiste
em tirar ao acaso uma bola da urna.

Os acontecimentos elementares que se podem verificar nesta ex-
periéncia sdo: “‘sair a bola x,”’, “sair a bola x,”, ..., “sair a bola x,,”’;
ou, em notac¢ao proposicional:

X=X, XTXyyeeey X=Xy,

(Como se disse atrds, x € neste caso uma varidvel casual, que
toma, em cada prova, um e um so dos valores x,, x,, ..., X ).

Estes acontecimentos elementares geram um corpo de que sao
as células. Os acontecimentos que formam o corpo serdo, além das
células e do acontecimento impossivel, todos aqueles que se expri-
mem como somas légicas de células®, por exemplo:

(x =x,) + (x = x,) (sair x, ou x,)

(x=x) + (x =x,) + (x = x,) (sair x, ou x, ou x;), etc.
Entre estes esta incluido o acontecimento certo:

4
Z (x = x;) (sair uma das bolas x,, x,, ..., X,).
i=1
E claro, agora, que se conhecermos as probabilidades dos acon-
tecimentos elementares, estamos aptos a conhecer a probabilidade
de qualquer outro acontecimento do corpo, por simples aplica¢ao

do teorema 2. Designemos por p,, p,, ..., Py, respectivamente, as
probabilidades de “‘sair x,”, de “‘sair x,”, ..., de “‘sair x,”’, isto &,
ponhamos

p;=Pr(x=x), parai=1,2,...,N.

(1) — E evidente que os acontecimentos considerados sdo incompativeis dois a dois, uma vez
estabelecido que se tira uma so bola de cada vez.
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Entdo, a probabilidade de “sair x, ou x,” serd

Pri(x=x) + (x=x)]=p, +p,,
a probabilidade de “‘sair x, ou x, ou x,”” serd p, + p, + p..

Como a probabilidade do acontecimento certo € igual a soma das
probabilidades de todas as cé€lulas, devera ter-se

p,+p,+--+py=1

Suponhamos que as bolas x,, x,, ... x, s3o vermelhas e as restan-
tes brancas. Designando por V o conjunto das bolas vermelhas e por
B o conjunto das bolas brancas, a probabilidade de sair bola verme-
lha seré

PrxeV)=p, +p,+---+p

14

e a de sair bola branca
PrxeB)=p,,,+p,,,+ - +py=1-Pr(x€V)

Mas como determinar as probabilidades elementares p,, p,, ...,
Py S€ € que existem?

Para isso, hd que introduzir hipéteses suplementares. Suponha-
mos, por exemplo, que as bolas sdo sensivelmente iguais, em subs-
tancia, forma e dimensoes. Entao, para dar a todas as bolas igual
probabilidade de serem extraidas (casualiza¢do), ocorre a ideia de
fechar a urna e agiti-la vérias vezes antes de tirar a bola.

Esta ideia, ou melhor, esta intui¢do, € confirmada pela experién-
cia: efectuando muitas vezes a prova nas condi¢des indicadas (com
reposicdo da bola retirada), serdo sensivelmente iguais as frequén-
cias relativas com que aparecem as diferentes bolas®.

(1) — Donde nos vem esta intui¢do? E, na verdade, anterior a qualquer esperiéncia? N4o pare-
ce que o seja. Serd, antes, o produto de inimeras experiéncias que fazemos, sem dar por
isso, no decurso da nossa existéncia. Qualquer coisa de semelhante a intuicdo que nos
leva a admitir os postulados da geometria euclideana.
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Uma vez admitido que todas as bolas t€m a mesma probabilida-
de de saida, isto é, que:

p] =p2= s oo =pN,

como setemp, +p,+ --- +p, =1, serd

1
Pir=—

N
a probabilidade de saida de qualquer bola. Entdo, a probabilidade
de sair bola vermelha, sera

Pr(xEV)=l+l+---+l (vvezes)=1.
N N N N

Este tltimo resultado corresponde directamente a defini¢ao clas-
sica de probabilidade:

“A probabilidade dum acontecimento € o quociente do nimero
de casos favordveis ao acontecimento ’ pelo numero total de casos
possiveis, supondo que estes sdo todos igualmente provaveis”.

Segundo o ponto de vista adoptado nesta definicdo, considera-se
como primitivo, ndo o conceito de probabilidade, mas, sim, o de
“igualmente provével”.

E claro que a hipétese de as bolas serem iguais (em substincia,
forma e dimensdes) nunca se realiza exactamente na pratica: podem
ser, apenas, aproximadamente iguais €, entdo, as respectivas proba-
bilidades, p,, p,, ..., py, S€rdo aproximadamente iguais, com um grau
de aproximacdo correspondente. Se as bolas diferem entre si de ma-
neira sensivel, as probabilidades elementares p,, p,, ..., py serdo,
também, sensivelmente diferentes e s6 poderdo ser avaliadas a pos-
teriori, efectuando numerosas extrac¢des com reposicao e registando
as frequéncias relativas dos acontecimentos x=x,, X=X,, ..., X =X,.
Por comodidade, em tudo o que segue, ao tratar de problemas de
bolas numa urna, supomos verificada a hip6tese da igualdade.

(1) — Aqui a palavra ‘‘caso’’ é empregada na acep¢ao de acontecimento celular. Chamam-se
“‘casos favordveis ao acontecimento’’ 0s casos que implicam o acontecimento.
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Recordemos que a extraccdo casual de bolas com nimeros
constitui a base de certos jogos, como o loto ou a lotaria. O célculo
das probabilidades nasceu precisamente das reflexdes de certos
matematicos, nomeadamente PASCAL, sobre questdes relativas a
jogos de azar®,

Um jogo de azar conhecido desde a antiguidade € o dos dados.
Em principio, um dado deve ser um cubo formado de substancia ho-
mogénea (dado perfeito), mas € claro que, na prética, estas condi¢coes
sO aproximadamente se realizam. As faces do cubo estdo numeradas
de 1 a 6. Admite-se que, langando o dado, depois de o agitar dentro
dum copo (casualizagdo), todas as faces t€m igual probabilidade de se
apresentar em cima e serd, pois, 1/6 a probabilidade correspondente
a cada face. Esta hipotese €, geralmente, confirmada pela experiéncia:
quando n@o houver confirmacao, a experi€éncia vem, apenas, revelar
imperfei¢des que tenham passado despercebidas.

Recordemos, ainda, os jogos de cartas, alguns dos quais sao pu-
ramente de azar. Nestes jogos, a casualizacdo consiste em baralhar
as cartas.

E, ainda, de citar o jogo da roleta — circulo dividido em sectores
numerados, que roda em torno dum eixo que passa pelo centro. A
casualizacao consiste em imprimir a roleta um impulso que a faca dar
vérias voltas: se os sectores foram iguais, a probabilidade de parar
num dado ponto € a mesma para todos. Se os sectores forem dife-
rentes, as probabilidades serdo proporcionais as respectivas ampli-
tudes, de modo que , se foram ©, ©,, ..., ©,, essas amplitudes em
radianos, serao
©, Oy

px—_vpz—%’---a N—%,

as respectivas probabilidades, pois que se deve ter

pi+p,+ - +py=1

(Este exemplo conduz, naturalmente, a consideracao de proba-
bilidade no continuo).

(1) — Aqui ‘‘azar’’ ndo € usado como sinénimo de ‘‘pouca sorte’’, mas, simplesmente, como
sinénimo de ‘‘acaso’’ (tal como o francés ‘‘hasard’’).
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Recordemos, por dltimo, o mais simples de todos os jogos de
azar: o langamento duma moeda ao ar. Se a moeda for bem balan-
cada, as duas eventualidades “‘sair coroa” e “‘sair face™ terdo igual
probabilidade, ou seja, 1/2. Se ndo, haverd uma diferenca de proba-
bilidade que a experiéncia acusara.

Para ilustrar as consideracdes precedentes, convém apresentar
aqui alguns exemplos numéricos, que, no fundo, se reduzem geral-
mente a problemas de Calculo Combinatorio.

Exemplo 1 — Determinar a probabilidade de que, no langcamento
dum dado perfeito, se obtenha um miltiplo de 3.

Sao 2 os casos favoraveis ao acontecimento: x = 3, x = 6. Visto
haver ao todo 6 casos possiveis (igualmente provaveis), a probabili-
dade pedida serd

2 1

6 3

Exemplo 2 — Determinar a probabilidade de que, em dois langa-
mentos sucessivos dum dado perfeito, se obtenham 2 niimeros pares.

As células, neste caso, podem ser representadas pelos pares or-
denados (x, y), em que x designa o numero saido no 1.° langcamento
e y o numero saido no 2° langcamento. Estes pares sd0 em numero
de 62=36 e todos igualmente provaveis, como € evidente. Os casos
que implicam o acontecimento “saida de dois numeros pares” sdo:
(2,2), (2,4), (2,6), 4,2), (4,4), (4,6), (6,2), (6,4), (6,6), em niimero
de 9. A probabilidade pedida seré, pois,

9 1

36 4

NOTA. Como se disse em Matematicas Gerais, chama-se produto
cartesiano dum conjunto A por um conjunto B, e designa-se por
A XB, o conjunto de todos os pares ordenados (a, b) que se obtém
tomando um elemento a em A e um elemento » em B; o nimero de
elementos de A X B ser4, entdo, o produto dos nimeros de elementos
de A e de B. Analogamente, chama-se produto cartesiano de 3
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conjuntos A, B, C, na ordem por que estdo escritos, e designa-se por
A X B X C, o conjunto de todos os ternos ordenados (a, b, ¢) com
a €A, be B, c e C; o numero destes ternos € igual ao produto dos
numeros de elementos de A, B, e C. E assim por diante.

Também convencionamos escrever A> como abreviatura de A XA,
A3 como abreviaturade A X A X A, etc.

Deste modo, os casos possiveis, no exemplo 2, serdo os elemen-
tos do produto cartesiano

{1,2,3,4,5,6} x{1,2,3,4,5,6}={1,2,3,4,5, 6}*

e 0s casos que implicam o acontecimento considerado serdo os ele-
mentos do produto cartesiano {2, 4, 6}°.

Note-se que os pares ordenados, os ternos ordenados, etc., tam-
bém se chamam arranjos com repeticdo (dois a dois, trés a trés, etc.).

Exemplo 3 — Determinar a probabilidade de que, em dois lanca-
mentos sucessivos dum dado perfeito, saia pelo menos uma vez nii-
mero impar.

O acontecimento “sair pelo menos uma vez nimero impar” € o
contrario do acontecimento “sair duas vezes nimero par’ cuja pro-
babilidade, ha pouco calculada, é 1/4. A probabilidade pedida ser4,
pois,

1

1=
4

iy
s
Exemplo 4 — Determinar a probabilidade de que, em dois langa-
mentos sucessivos dum dado perfeito, saia primeiro um niimero par
e depois um miuiltiplo de 3.

Os casos possiveis (células) s3o os mesmos que no exemplo 2 e
no exemplo 3. Os casos favordveis ao acontecimento considerado
obtém-se desenvolvendo o produto cartesiano

{2,4,6} x {3, 6},

cujos elementos s@o em nimero de 3 X 2 = 6. A probabilidade pedi-
da ser4, pois, 6/36 = 1/6.
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Exemplo 5 — Determinemos a probabilidade de que, em dois langa-
mentos sucessivos dum dado perfeito, saia uma vez um numero par
e outra vez um multiplo de 3.

O acontecimento considerado € a soma logica dos dois seguin-
tes: “sair primeiro nimero par e depois um multiplo de 3” e “sair
primeiro um multiplo de 3 e depois um numero par”. Estes dois
acontecimentos, que designaremos por o, € o.,, t€m ambos a proba-
bilidade 1/6 (exemplo 4), mas ndo sdo incompativeis. O aconteci-
mento o, 0L, equivale a “sair 6 duas vezes”; como se trata de um sO
caso entre 36 possiveis, a sua probabilidade € de 1/36. A probabili-
dade pedida ser4, pois (teorema 3):

1 1 11
Pr(o,) + Pr(o.,)-Pr(ov,00,) =2 - ———=—,
r(o,) + Pr(o,) — Pr(o, o) £ 36 36

NOTA. Nos exemplos anteriores, excepto o primeiro, as considera-
cOes ficam essencialmente as mesmas, se substituirmos a expressao
“em dois lancamentos sucessivos dum dado perfeito” pela expres-
sdo “num langcamento simultaneo de dois dados perfeitos™.

Exemplo 6 — Duma urna que contem 12 bolas, das quais 4 sdo
brancas e 8 pretas, tiram-se duas bolas a sorte, uma apds a outra,
sem reposicdo. Calcular a probabilidade de que: a) sejam ambas
brancas; b) sejam ambas pretas; c) sejam da mesma cor; d) sejam
de cores diferentes; €) sejam a 1.” branca e a 2.° preta; f) sejam a 2.°
preta e a 1.° branca.

Suponhamos as bolas numeradas de 1 a 12, sendo as 4 primei-
ras brancas; designemos por x o primeiro numero saido e por y o se-
gundo. Neste caso, os acontecimentos celulares sd3o representados
pelos pares ordenados, (x, y), com x#y; trata-se, portanto, de arran-
jos (sem repeticao!) de 12 elementos 2 a 2; o nimero desses arran-
jos € 12x11=132.

O acontecimento considerado em a) corresponde aos pares (x, y),
em que x e y variam de 1 a 4, mas sendo x#y. Trata-se, portanto, de
arranjos de 4 elementos 2 a 2, cujo nimero € 4 X3 =12. A probabili-
dade pedida ser4, pois, 12/132.
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Analogamente, se reconhece que a probabilidade pedida em b) é

8X7 56
132 132

O acontecimento considerado em c) € a soma logica dos aconte-
cimentos anteriores, que sao incompativeis. Portanto, a probabilida-
de pedida em c) sera

12 56 68

+ ‘
132 132 132

O acontecimento considerado em d) é o contrario do anterior.
Logo, a sua probabilidade sera

e 68 64
132 132

E facil reconhecer, finalmente, que as probabilidades pedidas
em e) e f) s3o ambas iguais a

8x4 32
132 132

;
a sua soma da a anterior, como era de esperar.

Exemplo 7 — Duma urna que contem N bolas, sendo a brancas e b
pretas, extrai-se, ao acaso, uma amostra de n bolas (tiradas, por
exemplo, uma apds outra, sem reposicdo). Achar a probabilidade de
que, na amostra obtida, haja v bolas brancas e n—V bolas pretas.
Comecemos por notar que a ordem pela qual sdo tiradas as bolas
ndo interessa a questdo. Os casos possiveis (todos igualmente pro-
vaveis) serdo, pois, as combinacdes das N bolas tomadas n a n, cujo

ndmero é ( ) Por sua vez, as amostras com Vv bolas brancas e n—v

n
bolas pretas podem obter-se, sem omissdo nem repeti¢cao, do se-

guinte modo:
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1) — Formando, por um lado, as combinacdes das a bolas bran-

- . [a
cas tomadas v a v, cujo numero € ( ) :
\Y

2) — Formando, por outro lado, as combinag¢des das b bolas pre-

. [ b
tas tomadas n—v an-Vv, Cujo numero € ( .
n—v

3) — Arranjando todos os possiveis pares A, B, , constituidos
por uma combinagdo A, obtida em 1) e uma combinagdo B, , obtida

em 2). Como o numero destes pares € (a)( ), a probabilidade
\Y

a b
(o)l)
N ,
()
Esta distribuicdo de varidvel casual v € chamada distribuicdo hi-
pergeométrica.

n—v
pedida sera

Exemplo 8 — Duma urna que contem N bolas, sendo a brancas e b
pretas, tiram-se, ao acaso, sucessivamente, n bolas, repondo a bola
retirada apds cada extraccdo. Achar a probabilidade de que saia v
vezes bola branca e n—V vezes bola preta.

Discorrendo como ha pouco, seriamos levados a considerar,
agora, 0s casos possiveis sob a forma de combinacdes com repeti-
cdo. Porém, esses casos jd ndo sdo igualmente provdveis, como é
fdcil ver. Suponhamos, por exemplo, n = 3; neste caso, a combina-
¢do0 x,x,x, serd mais provavel que a combinagio x,x,x,, pois que
a primeira se pode apresentar com as seguintes ordens de saida de
bolas:

Xy XoXgy Xy X3 Xy XpXyX3y XpX3Xyy X3XyXpy X3XyXy,
ao passo que a segunda se pode apresentar s6 dos seguintes modos:

XX, X35 X, X3X,, XXX,
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Este exemplo mostra, bem, o cuidado que € necessario ter na es-
colha dos acontecimentos celulares, para que sejam igualmente pro-
vaveis. Neste caso, ha que tomar para células os arranjos com repe-
ticdo das N bolas n a n (isto é, sistema de n bolas).

Veremos, mais adiante, como se resolve este problema, conside-
rado sob um aspecto mais geral (distribuicio de BERNOULLI).

Exemplo 9 — Nas condicoes do exemplo 7, achar a probabilidade
de que, numa amostra, o nimero v de bolas brancas: a) ndo seja
inferior a um dado nimero L, nem superior a um dado niimero L,;
b) seja inferior a L, ou superior a L,.
Em a) trata-se de achar a probabilidade do acontecimento
L sv<L,
o qual € a soma logica dos acontecimentos
v=L,v=L+1,...,v=L,-1,v=L,,
incompativeis dois a dois. Ter-se-4, portanto,

Pr(L,sv<L)=Pr(v=L)+Pr(v=L +1)+---+Pr(v=L),

ou seja, atendendo ao resultado do exemplo 7:

(o))
L)

Em b) pede-se a probabilidade do acontecimento

L2
Pr(L,<V<L)=)
v=L

(v<L)+(L,<V) (vinferior a L, ou L, inferior a v)
que € o contrario do acontecimento L, < v < L,. Ser4, pois,

Pr[(v<L)+(v>L)]=1-Pr(L,SV<L,).
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Eis como se poderiam calcular exactamente as probabilidades
que fomos levados a considerar em A-16, a propdsito da experiéncia
hipotética sobre animais. Porém, estas férmulas, embora simples na
aparéncia, exigem calculos muito laboriosos. E possivel substitui-
-las por outras que, com muito menos trabalho, fornecem boas
aproximacdes quando o numero n excede um certo limite.

NOTA IMPORTANTE RELATIVA AS NOTACOES
E TERMINOLOGIA

Convenciondmos no n? 4 designar por Pr(o) a probabilidade do
acontecimento o. Nesta ordem de ideias, representdmos, atrds, por
Pr(x=x,) a probabilidade de “sair a bola x,”, por Pr(x €V a proba-
bilidade de ‘“‘sair bola vermelha”, etc. Mas poderiamos, igualmente,
para abreviar, designar por Pr(x,), Pr(V), etc., aquelas probabilida-
des, dizendo “a probabilidade do elemento x,”, a “probabilidade do
conjunto V7, etc. Assim, a distribuicdo de probabilidade passa a
conceber-se como distribui¢cao definida, ndo num corpo de aconteci-
mentos, mas, sim, num corpo de conjuntos: todos os possiveis con-
juntos de bolas da urna (cf. A-4). Poderiamos, também, conceber
esta distribuicdo como func¢do Pr(x) da varidvel casual x, tendo-se,
na hipétese de as bolas serem iguais,

Pr(x) = -11\—, , para todo o valor de x.

Estas consideragOes estendem-se, mutatis mutandis, a qualquer
distribuicdo de probabilidade.

6. Independéncia e associacdo de acontecimentos

Sendo as probabilidades valores ideais de frequéncias relativas,
as defini¢Oes de independéncia e associacdo que demos para o caso
das frequéncias traduzem-se, imediatamente, em termos de probabi-
lidade. Seja & um corpo de eventualidades a considerar numa dada
prova P, com determinadas probabilidades. Dados dois aconteci-
mentos o, 3, chama-se probabilidade condicional de B em relagcdo
a o, e designa-se por Pr(B| o) ao niimero dado pela férmula
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6.1) Pr(B|oy = LLOB)

Pr(o)

Para avaliar Pr(f3| o) empiricamente, o processo a seguir consis-
tiria em efectuar a prova % um grande nimero de vezes e registar:
1) a frequéncia absoluta (o) de o; 2) a frequéncia absoluta (of3) de
of3. O quociente de (of3) por (o) dar-nos-ia, entdo, um valor aproxi-
mado de Pr(B|o).

E claro que, da definicdo (6.1), resulta, logo, a férmula do pro-
duto:

(6.2) Pr(of) = Pr(c) . Pr(B|o) = Pr(B) . Pr(al/B),

a qual nos diz que: a probabilidade de se verificarem ao mesmo
tempo os acontecimentos o. e B é o produto da probabilidade de o.
pela probabilidade condicional de 3 na hipdtese de se verificar o,
(ou vice-versa).

Os acontecimentos o, B dizem-se estocasticamente independen-
tes ou, apenas, independentes, quando Pr(B|o) =Pr(B) ou, o que é
equivalente, quando Pr(ocl B) =Pr(o); no caso contrdrio, dizem-se
associados. Desta defini¢do e da férmula do produto deduz-se, logo, o

TEOREMA DO PRODUTO. Se os acontecimentos o, B sdo inde-
pendentes (e so neste caso), a probabilidade de realizacdo simulta-
nea de o e P € igual ao produto das probabilidades de o. e de B.

Suponhamos, por exemplo, que uma urna contém 8 bolas brancas
e 24 pretas, estando 6 bolas brancas marcadas com o sinal +, 18 bo-
las pretas com este mesmo sinal, e todas as restantes com o sinal —.
Entao, como existem na urna 32 bolas, ao todo, sendo 24 marcadas
com o sinal +, a probabilidade (incondicional) de aparecer o sinal +
€ 24/32 = 3/4. Por sua vez, a probabilidade de aparecer o sinal + em
bola branca é 6/8 = 3/4, igual a primeira. Os acontecimentos “sair
bola branca” e “sair sinal +” s@0, pois, independentes; deste modo,
a probabilidade de “sair bola branca e sinal +” é:
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(probabilidade de sair bola branca vezes probabilidade de sair sinal +).

Um exemplo mais sugestivo, embora menos rigoroso, serd o se-
guinte. Consideremos a prova que consiste em semear uma certa
quantidade de trigo num certo campo. Seja p a probabilidade (in-
condicional) de colher entdo uma quantidade de sementes superior a
um dado limite L e seja p’ a probabilidade do mesmo acontecimento,
na hipotese de a altura pluviométrica, nos meses de outono e inver-
no, ser inferior a um dado limite \. Serd, entdo, p’ uma probabilida-
de condicional do primeiro acontecimento em relacdo ao segundo; e
€ natural que seja p’#p, isto é, que a eventualidade “colher trigo em
quantidade superior a L” depende da eventualidade “chover em
quantidade inferior a A”.

Mas, geralmente, dados vérios acontecimentos o, f3, 7, ... do
corpo R tem-se, como ¢é facil ver,

(6.3) Pr(oy ...) =Pr(o) Pr(B| o) Pr(y|af)... .

Os acontecimentos ., B, v, ... sdo independentes, se for verda-
deira, ndo s6 a igualdade

Pr(ofy...) = Pr(o) Pr(B) Pr(y) ...

como todas as que resultam desta substituindo um ou mais dos
acontecimentos o, B, v, ... pelos seus contrdrios (cf. A-15)®.

7. Sistema de duas experiéncias

Os conceitos de associacdo e independéncia de acontecimentos
tém interesse, principalmente, quando se trata de vdrias experiéncias
combinadas. Comecemos por considerar o caso das duas experiéncias
P, P’, iguais ou diferentes, e sejam R e R’ dois corpos de eventua-
lidades a considerar, respectivamente, nas provas % e %’. A realiza-
¢ao destas duas provas, a0 mesmo tempo ou uma apos a outra, pode

(1) — Pode considerar-se esta proposi¢do como defini¢do de independéncia, no caso de varios
acontecimentos.
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conceber-se como experiéncia composta, Unica, que designaremos
por (P, P’). Sejam o, O, ... o, as células de R e B, B,, ..., B, as
células de R’. Designaremos, ento, por

(ai’ Bk)

0 acontecimento que consiste em realizar-se o, na prova % e [3, na
prova P’ (acontecimento composto de o. e B,). Todos estes aconte-
cimentos (o, B,) sdo resultados possiveis da prova (P, P’), sdo as
células dum novo corpo, que designaremos por R X R’. Note-se que
cada acontecimento o, pode ser considerado como elemento do cor-
po RX R’, pondo

o, = (o, Bl) + (o, Bz) om0, Bn)’

visto que, B, + B, + --- + B, = I. Analogamente:

Bk = (o, Bk) + (0L, Bk) F st {05 Bk)

Nesta ordem de ideias, podemos identificar o acontecimento
composto (¢, B,) com o produto 16gico o, B,, desde que ndo haja
perigo de confusao®.

Suponhamos, agora, definido no corpo R X R’ uma distribui¢éo
de probabilidade. Esta podera indicar-se numa tdbua do seguinte ti-
po (cf. tabela-tipo de A-14):

B, B, | wenes B, Total

Qo Pr(o, B,) Pr(o, B) |« Pr(o, B, Pr(o,)

o, Pr(o, B,) Pr(o,B,) | - Pr(o, B,) Pr(o,)

o, Pr(o, B,) Pr(o B) | ----- Pr(a, B,) Pr(o,)
Total Pr(B) Pr@) | - Pr(B,) 1

(1) — A confusdo pode surgir quando P’ € apenas a repeticdo de P. Neste caso, um aconteci-
mento o deverd ser designado por dois simbolos diferentes, conforme se realize em %
ou em P’. Um outro modo de evitar a confus@o é chamar a (o;, B) o produto cartesia-
no de o; por By,. Este produto, que ndo é comutativo, sera designado por a; X B, para o
distinguir do produto 16gico vulgar o; f3;.
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Note-se que, parai=1,...,m k=1, 2,..., n, se tem:
Pr(o,) =Pr(o.B,) + Pr(o.fB,) + --- + Pr(o.3,),

Pr(B,) = Pr(o, B,) + Pr(o,B,) + -+~ + Pr(o, B,).

Como estas probabilidades estdo registadas a margem (sob a in-
dicacdo “total”), d4-se-lhes, também, o nome de probabilidades
marginais da distribuicdo considerada. Pode acontecer, em particu-
lar, que se tenha

PI‘(OL,.ﬁk) = Pr(o.) Pr(Bk)’

quaisquer que sejam i, k. Entao, é facil ver que a probabilidade de
qualquer acontecimento o, composto dum acontecimento o de R
e dum acontecimento 3 de R’ serd igual ao produto das probabili-
dades de o. e de B®. Os acontecimentos de R dir-se-30, neste caso,
independentes dos acontecimentos de R’. De contrario, terd de
usar-se a féormula (6.2).

Estas consideragcOes tornam-se mais intuitivas quando se fala em
termos de varidveis casuais. Consideremos um par (x, y) de varia-
veis casuais com uma determinada distribuicdo de probabilidade,
Pr(x, y). Chama-se probabilidade condicional dum valor x, de x a
respeito dum valor y, de y, e representa-se por Pr(x,|y,), o nimero
dado por

Pr(x;,y,)

Pr(xl.lyk) = Pr(y)

As variaveis x, y dizem-se independentes (estocasticamente), se
for Pr(x|y) =Pr(x) para todos os valores de x e y. Tem-se, pois,
nesta hipétese

Pr(x, y) = Pr(x) Pr(y).

(1) — Esta regra, ou, mais geralmente, a férmula (6.3), é conhecida tradicionalmente, como
principio das probabilidades compostas.
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NOTA. Seria mais correcto designar por simbolos diferentes as
distribui¢des de probabilidade de x e y: por exemplo, a primeira por
Pr,(x) e a segunda por Pr,(y). Mas, para ndo sobrecarregar as nota-
coes, e ndo havendo perigo de confusdo, usamos aqui, para ambas
as distribui¢cdes, 0 mesmo simbolo.

Exemplos — Consideremos uma urna que contenha M bolas
X5 X, -5 X, S€NdO as v primeiras vermelhas e as b ultimas brancas.
E consideremos uma outra urna, que contenha N bolas y,, y,, ..., Yy,
sendo as v’ primeiras vermelhas e as b’ dltimas brancas. Sejam
P, P’, respectivamente, as experiéncias que consistem em tirar a
sorte uma bola da primeira urna e tirar a sorte uma bola da segunda
urna. Neste caso, os resultados elementares da experiéncia compos-
ta (P, P’) serdo expressos pelos diferentes valores (x,, y,) da varia-
vel casual (x, y). Como estes valores sao em nimero de MN e todos
igualmente provdveis, a probabilidade de cada par (x,, y,) serd

—_— = Pr(xl-) Pl‘(yk),

o que significa que as duas varidveis casuais x, y sdo independentes
(estocasticamente). Os resultados da prova P’ sdo pois independen-
tes dos resultados da prova %. Por exemplo, a probabilidade do
acontecimento sair bola branca em P e bola vermelha em P’, sera

Casos andlogos ao anterior serdo, ainda, todos aqueles em que
%’ é simplesmente a repeticio de P. Suponhamos, por exemplo,
que se trata de duas extrac¢cdes sucessivas duma bola da 1.* urna,
com reposicdo. A probabilidade de sair, em primeiro lugar, bola
vermelha e, depois, bola branca sera

v b _ by
M M M
igual a probabilidade de sair, primeiro, branca e, depois, vermelha

(serd, portanto, 2bv/M? a probabilidade do acontecimento “‘sairem
cores diferentes’).
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Mas suponhamos, agora, que % consiste em tirar uma bola da
1.2 urna, e P’ em tirar uma segunda bola da mesma urna sem repor
a primeira bola tirada. Os resultados elementares da prova compos-
ta (P, P’) serdo, ainda, os valores da variavel casual (x, y), mas
com a condi¢cdo suplementar x #y. Isto basta para ver que, neste ca-
0, as varidveis casuais x, y ndo sao independentes. Por exemplo, a
probabilidade (condicional) de sair bola vermelha na 2.% extracgao,
tendo saido branca na 1.2, é

y
M-1"

ao passo que a probabilidade (condicional) de sair vermelha na 2.%,
tendo saido vermelha na 1.* €

v-—1
M-1

Assim, a probabilidade de sair vermelha duas vezes é

v v—-1 _v(v-1)
M M-1 MM-1)
e a de sair primeiro branca e depois vermelha:

3. v bv
M M-1 MM-1)

Estes resultados podem recolher-se na seguinte tabela:

TABELA N° 13

12 27 Vermelha Branca Total
Vermelha M __L _v_
MM-1) MM -1) M
Branca l_ M i
MM-1) MM-1) M
Total v B !
M M
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Na margem direita estdo indicadas as probabilidades de sair bo-
la vermelha e a de sair bola branca na 2.* extrac¢ao, respectivamen-
te, iguais as probabilidades de sair vermelha e de sair branca na 1.
extraccao (registadas na margem inferior). A tabela patenteia, as-
sim, a associacao dos acontecimentos considerados.

8. Sistema de varias experiéncias

Podemos, agora, conceber, mais geralmente, uma experi€ncia
(P, P, P”, ...), composta de vdrias experiéncias P, P’, P”, ...,
(em ndmero finito). Sendo o, B, v, ... eventualidades a considerar
em cada uma destas experiéncias, designaremos por (¢, B, v, ...) a
eventualidade que consiste em acontecer o0 em P, B em %’, ¥y em
P”, etc., e diremos que (o, B, 7V, ...) é 0 acontecimento composto de
o, B, 7, .... Porém, segundo o ponto de vista explanado no nimero
anterior, podemos considerar este novo acontecimento como O pro-
duto 16gico dos acontecimentos ¢, [3, v, ..., desde que se tomem as
devidas precaugdes’. Suponhamos que, a todo o acontecimento a
considerar na prova (P, ', P”, ...), ¢orresponde uma determinada
probabilidade. Entdo, o que se disse em B-6 € aqui aplicdvel: os
acontecimentos o, f3, vV, ... dizem-se independentes (estocasticamen-
te), se for verdadeira ndo s6 a igualdade

(8.1) Pr(ofy...) = Pr(o) Pr(B) Pr(y) ...,

como todas as que se deduzem desta substituindo um ou mais dos
acontecimentos o, B, 7, ... pelos seus contrarios. Ndo sendo assim,
terd de usar-se a formula geral do produto, com as probabilidades
condicionais.

Poderiamos, de novo, dar aqui exemplos de tiragens de bolas de
uma ou varias urnas, com ou sem reposicdo, mas as consideracoes
do nimero seguinte bastam para esclarecer as precedentes.

(1) —Isto é, se P’, P”, ... consistem apenas na repeticdo de P, um mesmo acontecimento
dever4 ser designado de modos diversos, conforme as provas em que se realiza. E o que
faremos mais adiante.
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9. Distribuicao binomial ou de BERNOULLI

Seja o um acontecimento a esperar com determinada probabili-
dade numa certa prova P e consideremos n realizagcdes P, P, ..., P ,
da prova genérica P ®. Estas provas particulares constituem uma ex-
periéncia composta (P, P, ..., P ). Tendo em vista o conceito empi-
rico de probabilidade, € fécil reconhecer que a probabilidade do acon-
tecimento o deverd ser a mesma em cada uma das provas, quaisquer
que sejam os resultados das restantes provas. Por outras palavras:

Os acontecimentos a esperar na repeticdo duma dada prova sdo
independentes dos resultados das provas jad efectuadas.

E claro que este facto ndo se deduz da antérior axiomatica das
probabilidades. Poderia, sim, assumir-se como novo axioma, porém
com caracter bem diverso do dos primeiros.

Um exemplo tipico € o das sucessivas extrac¢coes casuais de bo-
las de uma urna, com reposi¢ao da bola apds cada extracg¢ao.

Pode, pois, aplicar-se nestes casos a formula (8.1).

Proponhamo-nos, entdo, resolver o seguinte problema:

Determinar a probabilidade de que, em n realizacoes da prova
P, um acontecimento 0. de probabilidade p se realize x vezes.

(Para concretizar, podemos supor que o consiste em tirar a sorte
uma bola duma urna com bolas brancas e pretas, sendo o 0 aconte-
cimento ‘‘sair bola branca”. Porém, as consideracdes que se se-
guem sao de todo gerais).

Representemos por g a probabilidade de @, isto é, ponhamos
q=1-p. Para evitar confusdes, designaremos por 0., 0 acontecimento
particular que consiste em realizar-se o na prova P,(i =1, 2, ..., n);
€ claro que serd sempre

Pr(a,) =p, Pr(a,) = gq.

Suponhamos, por exemplo, n=3 e x=2. Trés sdo os modos de o
se realizar 2 vezes numa série de 3 provas: na 1. ena 2., na 1. e na
3.2ouna 2.? e na 3.% 1sto é, em simbolos:

~

o, 0L, 0L, , o, 0L, 0L, oL, 0L, 0L

(1) —Dizendo que P, ?,, ..., P, sdo realizacdes da mesma prova P, fica implicito que
P, P,,..., P, serealizam em condi¢des idénticas.
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O acontecimento que consiste em o se realizar 2 vezes nas 3
provas, sera, pois, a soma logica

~ ~ ~

O, 0L, 0L, + O, 0L, 0L + OO0,

Ora, as trés modalidades consideradas sdo incompativeis duas a
duas e tém todas as mesmas probabilidades; por exemplo:

Pr(a,0,0.,) = Pr(c,) Pr (a,) Pr(o,) = pgp = p%q.

A probabilidade pedida serd, pois, neste caso, 3p*q.
Passemos, agora, ao caso geral. Um dos modos de o se realizar
X VeZes nas n provas sera

o0, ... OO

Qualquer outra modalidade se obtém escolhendo, entre as n
provas, as x provas em que se realize o.. As modalidades possiveis
correspondem, pois, as combinag¢des das n provas x a x. Como o

7 9. ~ rd n
nimero total destas combinagdes €
X

siste em O se realizar x vezes nas n provas € a soma légica de

), 0 acontecimento que con-

n . . e
eventualidades, incompativeis duas a duas e todas com a mesma
b ¢

probabilidade, que é
Pr(o,) Pr(o,) ... Pr(o) Pr(c,,) ... Pr(a,) = p*g" ™

A probabilidade pedida seré, pois,

Pr(x) = (”) prqr
X

férmula esta muito importante. Note-se que a varidvel casual x re-
presenta, aqui, a frequéncia absoluta de o, numa série de n provas.
A distribuicdo de probabilidade desta varidvel, dada pela formula
anterior, tem o nome de distribuicdo de BERNOULLI. Também se
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lhe chama distribuicdo binominal, atendendo a que os diferentes va-
lores de Pr(x) sdo os termos do desenvolvimento da poténcia n do
binémio p + g:

(P+qr=2, (n)pxq”"‘-

x=0\X

E claro que (p + g)" = 1. Procuremos, agora, a probabilidade de
que a frequéncia absoluta de o seja inferior ou igual a um dado li-
mite L (com L < n). Como o acontecimento x < L € a soma logica
dos acontecimentos incompativeis x =0, x =1, ..., x = L, vira:

L
Pr(x<L)=Pr(x=0)+Pr(x=1)+---+Pr(x=L)= Z (n) DEgee,
x=0 \X
Analogamente, se reconhece que

L2
Pr(L,<x<L)= Y (”)pan—x.

x=L; \X

(Confrontar com os exemplos 7, 8 € 9 do n.° 5).
Se pusermos & =x/n (frequéncia relativa de o nas n provas), a
distribuigdo da variédvel § serd, manifestamente:

n

ng

A tabela n.° 14 representa a distribui¢do binominal para p=1/2,
n=10. Por exemplo, a probabilidade de que em 10 lan¢camentos su-
cessivos duma moeda ‘“‘correcta’ se apresente 3 vezes coroa, é

3 7
Pr(3) = (10) (l) (l) _ (10.9.8) . ( 1 )= 15 ,
3 /A\27\2 3.2.1 219/ 128
valor que concorda com o correspondente da tabela (a menos de
0,001).

Pr(¢) =( )p”éq"“—@.
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TABELA N’ 14

X Pr(x) % Pr(x)
0 0,001 6 0,205
1 0,010 7 0,117
2 0,044 8 0,044
3 0,117 9 0,010
4 0,205 10 0,001
5 0,246

Na Fig. 3 € dado o histograma desta distribuicao.

P —

012345678 910

Fig. 3

Note-se que o histograma € simétrico a respeito darectax =35 e
que a fungdo Pr(x) atinge um méaximo no ponto 5.

Podemos ver um exemplo curioso desta distribuicdo no campo
da genética. Sabe-se que, no cruzamento dum touro avermelhado do
Shorthorn com uma vaca malhada da mesma racga, ha a probabilida-
de 1/2 de se obter um vitelo avermelhado sem malhas®. Entdo, a
probabilidade de que, em 10 destes cruzamentos, se obtenham x vi-
telos avermelhados (sem malhas), € dada pela tabela n.° 14.

(1) — Traduz-se por ‘‘touro avermelhado’’ a expressao inglesa ‘red bull’’ e por ‘‘vaca malha-
da’’ a expressdo ‘‘roan cow’’. Neste caso, ‘‘malhado’ significa ‘‘avermelhado, com
malhas brancas ou cinzentas dispersas’’.



408

Por sua vez, sabe-se que a probabilidade de que, no cruzamento
dum touro malhado Shorthorn com uma vaca malhada da mesma
raca se obtenha um vitelo avermelhado (sem malhas) € 1/4. Entao,
a probabilidade de que, em 10 destes cruzamentos, se obtenham x
vitelos avermelhados (sem malhas) sera:

X 10-x
=) )
x/)\4/) \4
Na Fig. 4 € dado o histograma desta distribui¢cdo, que ja ndo

apresenta simetria.

0.3

0.2

0.1

L —

01 2345678910 *

Fig. 4

Os dois casos extremos na distribuicdo binominal sdo os seguintes:
1) x = n (0 acontecimento ¢ realiza-se nas n provas)
2) x = 0 (o acontecimento o ndo se realiza em nenhuma das provas).

A probabilidade do primeiro caso € (como se poderia reconhecer
mesmo directamente):

Pr(n) = p".
A probabilidade do segundo caso é:
Pr(0) =q".

Note-se, porém, que a negacdo do acontecimento x=0 ndo é o
acontecimentos x =n, mas sim o acontecimento que consiste em O
se realizar pelo menos uma vez em n provas.
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A probabilidade deste acontecimento serd, pois,

Prx20)=1-¢g"=1-(1-p) = 2 (- 1)"“<Z)p".
x=1

Exemplo — Calcular a probabilidade de que, jogando 1.000 vezes
num nimero duma lotaria com 30.000 nitmeros, se tenha pelo me-
nos uma vez a sorte grande.

A probabilidade de, em cada extrac¢do, se ter a sorte grande, &,
manifestamente, 1/30.000. Entdo, a probabilidade pedida sera

1.000
1_<1_ 1 ) _ 1.000 _(1.000) L o0
30.000/  30.000 \ 2 /(30.000)

probabilidade esta ainda muito fraca, apesar do grande nimero de
tentativas.

10. Conceito de moda. Caso da distribuicio normal

Chama-se moda duma distribuicdo de probabilidade duma va-
ridvel x (com um nimero finito de valores) todo o valor de x, cuja
probabilidade seja superior ou igual a de qualquer outro valor de x.
H4 distribuicdes com uma sé moda, distribuicdes com mais de uma
moda e distribui¢des sem moda.

Vamos ver que a distribui¢do binominal

n!
Pr(x) = ————p*q"™* (comg=1-p)
x! (n —x)!
apresenta uma ou, quando muito, duas modas.

Considerando trés valores consecutivos, X—1, X, X+ 1 da varia-

vel x, tem-se

n!

D e 71
P — n' X 4n-X
"= o ?
Pr(X +1) = & pxH grxL,

X+1)! (n—X—-1)!
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Entao, vira, como é facil verificar,

Pr(X) (n-X+1)p
Pr(x-1)  Xq

Pr(X) _ (X+1)gq
Pr(X+1) (m-X)p '

Por conseguinte, para que X seja uma moda, deve ser, simulta-
neamente,

n-X+1)p=Xg,
X+1)g=2n-X)p.

Ora, esta dupla condicdo equivale a seguinte
np—qg<X<np+p.

Como a diferenca entre np+p e np—q € igual a p+¢g=1, a ante-
rior condi¢cdo serd verificada por um sé valor inteiro de X (a moda),
a ndo ser que np +p € np — g sejam numeros inteiros, que serao,
nesse caso, as duas modas existentes.

Assim, a moda ou as modas da distribui¢do binominal sao sem-
pre numeros inteiros que diferem de np menos de uma unidade.

No primeiro exemplo atrds considerado (p=1/2, n=10), a moda
¢ precisamente np=10.1/2=35. No segundo exemplo (p=1/4, n=10),
a moda X deve verificar a condi¢ao

1,75=10-1—33X310-l+l=2,75;
4 4 4 4

s6 podera, entdo, ser X=2. Mas, se em vez de n=10, tivéssemos to-
mado n=15, com p=1/4, j4 teriamos duas modas: X, =3, X, =4.
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11. Distribuicdo polinomial. Amostras casuais

Consideremos agora, mais geralmente, uma particio formada
por r acontecimentos o, O.,, ..., 0., @ prever numa certa prova P,
com probabilidades p,, p,, ..., p, respectivamente V. Pergunta-se:

Qual a probabilidade de que, em n realizacées da prova P, as
frequéncias absolutas dos acontecimentos o.,, ., ..., O. , sejam, res-
pectivamente, X, X,, ..., X,?

E claro que, sendo as eventualidades o, 0., ..., 0., por hipétese,
incompativeis duas a duas, e sendo a sua soma légica o aconteci-
mento certo, devera ter-se

p,+p,+--+p.=1, X, +XxX,+ - +x=n.

Suponhamos que os acontecimentos o, O.,, ..., O, se verificam
numa determinada ordem, por exemplo:

o, nas provas P,, P,,..., P
o, nas provas P

X
x1+1’

o nasprovas P, P, ..

Obtém-se, entdo, um acontecimento composto, cuja probabili-
dade é p,*1 p,*» ... p*+. E claro que, qualquer que seja a ordem de
realizacdo, a probabilidade serd esta; a probabilidade pedida ser4,
pois, o produto de p,*1 p,* ... p,*r pelo nimero total de ordens possi-
veis. Mas este nimero ndo € n! (permutacdes das n provas), como
poderia parecer, visto que, permutando entre si as x, provas em que
se verifica o, as x, provas em que se verifica Q.,, ..., as x, provas em
que se verifica o, se obtém sempre o mesmo acontecimento. Como
se vé facilmente, o nimero das ordens possiveis serd n! dividido por
x,!x,! ... x !, e aprobabilidade pedida serd, entdo,

n!

Pr(x,x,,...x)= — : PP s P,
Xk Xl cun ]

r

(1) — As eventualidades o, o, ..., 0., serdo pois incompativeis duas a duas e a sua soma 16-
gica sera o acontecimento certo.
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Temos aqui, pois, um exemplo duma distribuicdo de r varidveis
casuais x,, X,, ..., x,. E claro que, por ser x, + x, + ... + X, = n, estas
variaveis nao sdo independentes, nem sequer algebricamente.

A referida distribuic@o diz-se polinominal, atendendo a que os
valores de Pr(x,, x,, ..., x,) sd@0 os termos do desenvolvimento da
poténcia n do polinémio p, + p, + ... + p,. Tem-se, com efeito, se-
gundo a férmula de LEIBNIZ:

n!
(py+p,+--+p)= 2 3 : PP . P,
X1+ ...+Xr=n Xl.xz....x.

r

Note-se que a distribui¢do binominal € um caso particular
desta, correspondente a r = 2 (particao dicotémica). Tem-se, entdo,
x,=n-x,, donde

n! n! _(n)
x!x! xl@m-x)! \x

Este resultado aplica-se em questdes de amostragem casual.
Chama-se amostra casual a todo o sistema (u,, u,, ..., u,) de n indi-
viduos tirados ao acaso duma dada populacgdo U.

Como j4 tivemos ocasido de verificar em exemplos, a amostra-
gem casual pode fazer-se de dois modos: com reposi¢cdo ou sem
reposi¢do. No primeiro caso, cada um dos individuos u,, u,, ..., u, €
tirado e, em seguida, reposto na populacdo, antes de se tirar o se-
guinte: pode assim acontecer que um mesmo individuo apareca re-
petido na amostra. No segundo caso, os individuos sdo tirados su-
cessivamente, sem regressarem a populacdo apds as tiragens.

Suponhamos dada no universo U uma particdo em r atributos
o, o,, ..., O € sejam a,, a,, ..., a,, respectivamente, as frequéncias
absolutas de o, @.,, ..., o._em U. Suponhamos, ainda, que todos os in-
dividuos tém igual probabilidade de ser tirados. Entdo, a probabilidade
de aparecer um individuo com o atributo o, serd, manifestamente,

= i=1,2,....7,
Pi N

emque N =a, +a, + ... + a, (nimero de elementos de U).
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Qual é, neste caso, a probabilidade de que, numa amostragem
casual de n elementos, com reposicdo, as frequéncias absolutas de
o, Oy, ..., O, Sejam, respectivamente, X, X,, ..., X,

A resposta €, segundo o que vimos,

1 x] x2 ¥y
N
x!tx!...x! \N N N

Mas seja, agora, este outro problema:

Qual é a probabilidade de que, numa amostragem casual de n
elementos, sem reposigdo, as frequéncias absolutas de 0., O.,, ..., O,
sejam, respectivamente, X,, X,, ..., X,?

Raciocinando como no exemplo 7 do n.° 21, chega-se, agora, ao

resultado
))-6)
X,/ \x, X
Wi
n

Eis aqui um novo exemplo de distribuicdo de r varidveis ca-
suais, que, no caso particular r = 2, tem o nome de distribuigcdo hi-
pergeométrica.

E facil ver que, se n é bastante pequeno em relacio a N (isto é,
se a razdo n/N € bastante pequena), esta distribui¢do coincide, sen-
sivelmente, com a anterior.

Note-se, ainda, que, na prética, as férmulas obtidas exigem cél-
culos muito laboriosos quando » € grande. Tém de ser entdo substi-
tuidas por outras que, embora ndo sejam exactas, se adaptam muito

melhor ao cdlculo numérico, dando uma boa aproximacdo, para va-
lores de n elevados.

Pr(x, x,,....,x) =
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