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Definicao

As raizes de indice \(n \in \mathbb{N}\) de um niimero complexo \(w\) s3o os nimeros complexos \(z\) tais que
\(z*M{n}=w\).

Portanto, calcular \(\sqrt[n]{w}\) € equivalente a calcular os nimeros complexos cuja poténcia de indice \(n\) seja

igual a \(w\).

Raizes de indice \(n\)

Determinar as raizes de indice \(n \in \mathbb{N}\) de um nimero complexo \(w\), ou seja calcular \(\sqrt[n]{w}\) é

entdo equivalente a determinar os nimeros complexos \(z\) tais que:

\(z"n=w\)

Para isso consideramos os nimeros complexos \(z\) e \(w\) na forma polar:

\(w=Iwl\,cis\\alpha\)

\(z=lIz\,cis\,\theta\)

Usando a férmula de De Moivre temos entdo que

\(\displaystyle z*n=w \quad \Leftrightarrow \quad (Izl\,cis\\theta)*n=Iwl\,cis\,\alpha \quad \Leftrightarrow \quad
IzI*n\,cis\,(n\theta)=Iwl\,cis\,\alpha\)

Resolvendo a equagdo temos, atendendo a igualdade dos nimeros complexos escritos na forma polar, que

\(IzI*n=Iw| \Longrightarrow \,IzI=\sqrt[n]{ w }=lwI*{ 1/n}\)

e

\(\displaystyle n\theta=\alpha+2k\pi \, \Longleftrightarrow \, \theta=\frac{\alpha}{n}+\frac{2k\pi}{n} , \quad
k=0,1,2,\dots,n-1\).

Portanto, as \(n\) raizes distintas de indice \(n\) de um nimero complexo \(w=a+bi=Iwl\,cis\,\alpha\) sdo dadas por:

\(\displaystyle z_{k}=Iwl*{ 1/n}\, cis\left(\frac{\alpha}{n}+\frac{2k\pi} {n}\right) , \quad k=0, 1,2,\dots,n-1\) (1),

N

logo ttm o mesmo moédulo pelo que pertencem a circunferéncia de centro na origem no referencial e raio
\(IzI=IwI*{1/n}\). Note-se ainda que a diferenca entre os argumentos de duas raizes \(z_k\) e \(z_{k+1}\), \(\quad
k=0,1,2,\dots,n-1\), € \(\displaystyle \frac{2k\pi}{n}\), logo, as \(n\) raizes situam-se nos vértices de um poligono

regular de \(n\) lados inscritos na referida circunferéncia.

<ggb_applet height="400" width="650" showResetIcon="true" Aplicacao 1

filename="Raizescomplexas_a.ggb" /> Extracfo de raizes de indice \(n\) do niimero complexo \(w\).

Escolha o nimero complexo \(w\) movendo o ponto a azul, escolha \(n\) o
indice da raiz no seletor lateral, em seguida clique no botdo play para iniciar a

animagao.

Use a caixa de verificagdo para exibir ou ndo o poligono de raizes.
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Raizes de nimeros complexos

Exemplos

Raizes cubicas de -1

Considerando \(w=-1\) queremos entdo
determinar  \(\sqrt[3]{-1}\), ou seja,
encontrar 0s nimeros complexos " 0.5+0.87i
\(z=Izl\,cis\,\theta\) tal que \(z"3=w\), isto &,
\(z"3 =-1\).

Para isso temos de escrever \(w = -1\) na

forma polar:

A%

\(-1=Iwl\cis\\alpha \\Longleftrightarrow \, T
-1=lwl\cos\alpha+i\,IwN\sin\alpha \,
\Longleftrightarrow \)

\(\Longleftrightarrow\, Iwl\cos\alpha=-1
\,\wedge \,IwN\sin\alpha =0
\,\Longleftrightarrow\, \, Iwl=1 \\wedge\, 0.5-0.87i
\alpha=\pi\)

. . Fi 1-Rai dbicas de -1
Portanto, \(w=\, cis\, \pi\). lgura aizes ctibicas de

Aplicando a férmula (1) obtemos trés raizes

cujo modulo é \(\displaystyle lzI=\sqrt[3]{1}=1 V) e argumento \(\displaystyle
\theta_k=\frac{\pi } {3 }+\frac{2k\pi}{3} \, , \quad k=0,1,2\), isto &,

\(\displaystyle IzI=1 \, \wedge \, \left(\theta=\frac{\pi} {3} \, \vee \, \theta=\pi \, \vee \, \theta=\frac{5\pi} {3 }\right) \)
As raizes cubicas de \(-1\) sdo entdo:

\(z_0\) \(\displaystyle =\, cis\, \left(\frac{\pi}{3}\right)=\frac{1}{2}+\frac{\sqrt{3}}{2}i \, ; \quad \) \(z_1})
\(\displaystyle=\, cis\, \pi=-1 \, ; \quad \) \(z_3\) \(\displaystyle =\, cis\,
\left(\frac{5\pi} {3 }\right)=\frac{1}{2}-\frac{\sqrt{3}}{2}i\)

Raizes de indice 4 de \(w=\sqrt{3}+i\)

Considerando \(w=\sqrt{3}+i\)

pretendemos determinar 1.51
\(\sgrt[4]{\sqrt{3}+i}\), ou  seja, -0.16 + 1.18i
encontrar o0s numeros complexos 1
\(z=lzl\,cis \,\theta\) tais que \(z =w\).

w=173+i

Mais uma vez precisamos de escrever 0.4

\(w\) na sua forma polar: )
@ 1.18 + 0.16i
L . 0
\(\sqrt{3 }+i=lwl\,cis\,\alpha . T 4 - - s T nr
-1.18 - 0.16i
\sqrt{3}=Iwl\cos\alpha \, \wedge \, 0

ra

\,\Longleftrightarrow \,

1=Iwl\sin\alpha \, \Longleftrightarrow
Y

\(\displaystyle \Longleftrightarrow
Iwl=\frac{\sqrt{3} }{\cos\alpha} \, |
\wedge \, Iwl=\frac{1}{\sin\alpha}\) Figura 2 - Raizes de indice 4 de \(\sqrt{3}+i\)

016 - 1.18i
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Raizes de nimeros complexos

\(Iwl = \sqrt{\eft(\sqrt{3 }\right)*2 + 1} =\sqrt{4} = 2\) e \(\sqrt{3} + i = 2 cis\alpha = 2\cos\alpha + 2i\sin\alpha\)

Entdo,

\(\displaystyle 2\cos\alpha = \sqrt{3} \Longleftrightarrow \cos\alpha = \frac{\sqrt{3} } {2}\) | donde \(\displaystyle\alpha = \frac{\pi}{6}\)
\(\displaystyle 2\sin\alpha = 1 \Longleftrightarrow \sin\alpha = \frac{1}{2}\)

Portanto, \(\displaystyle w=2\,cis\,\frac{\pi}{6}\).

Aplicando a férmula (1) temos entdo que as raizes t€ém moédulo \(\displaystyle Izl=\sqrt[4]{2} \\) e argumento
\(\displaystyle \theta_k =\frac{\pi/6} {4 }+\frac{2k\pi}{4} \, , \quad k=0,1,2,3\), isto &, \(\displaystyle |zI=\sqrt[4]{2} \,
\wedge \, \left(\theta=\frac{\pi}{24} \, \vee \, \theta=\frac{13\pi}{24} \, \vee \, \theta=\frac{25\pi}{24} \, \vee \,
\theta=\frac{37\pi} {24 }\right) \)

As raizes de indice 4 de \(\sqrt{3}+i\) s@o, entdo:

\(z_OV\(\displaystyle =\sqrt[4]{2} \, cis\, \left(\frac{\pi}{24}\right) \cong 1,18+0,16i \, ; \quad \) \(z_1})
\(\displaystyle =\sqrt[4]{2} \, cis\, \left(\frac{ 13\pi} {24 }\right) \cong -0,16+1,18i \, ; \quad \) \(z_2\) \(\displaystyle
=\sqrt[4]{2} \, cis\, \left(\frac{25\pi} {24 }\right) \cong -1,18-0,16i \, ; \quad \) \(z_3\) \(\displaystyle =\sqrt[4]{2} \,
cis\, \left(\frac{37\pi} {24 }\right) \cong 0,16-1,18i \)

Criada em 12 de Novembro de 2012
Revista em 06 de Maio de 2013
Aceite pelo editor em 06 de Maio de 2013

Derivadas das func¢oes trigonométricas
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Autor: Jodo Nuno Tavares e Angela Geraldo

Editor: José Francisco Rodrigues

Conceito de derivada

Recordemos que, dada uma funcio real de varidvel real \(f:I\to \mathbb{R}\), definida num intervalo aberto
\(I\subseteq \mathbb{R }\), define-se a derivada de \(f\) num ponto \(x\in I\), através do limite (se existir)

\(f'(x)=\displaystyle \frac{df} {dx}(x)= \displaystyle\lim_{h\to 0} \frac{f(x+h)-f(x)}{h}\)

Nesta formula \(h\neq 0\) deve ser suficientemente pequeno para que \(x+h\in I\).
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Derivadas das fungdes trigonométricas

Derivada da funcao \(\sin\)

Quando a variavel \(x\) é expressa em radianos
Vamos usar a férmula \(\sin p-\sin q=2 \cos \displaystyle \frac{p+q} {2} \sin\displaystyle \frac{p-q}{2}\), vélida quer

\(pY) e \(q\) sejam expressos em graus ou radianos.

<ggb_applet height="200" width="450" | Suponhamos que \(x\) e \(h\) sdo ambos expressos em radianos. Vem, entdo, usando os Limites notdveis
showResetlcon="true" que

filename="Derivadaseno.ggb” /> \(\begin{eqnarray } \displaystyle \sin'(x)=\frac{d \sin}{dx} (x) &=& \displaystyle \lim_{h\to

0 N\frac{\sin(x+h)-\sin x } {h }\nonumber\\ &=& \displaystyle \lim_{h\to O }\frac{\displaystyle 2
\cos\left(x+\frac{h} {2 }\right) \sin\displaystyle \frac{h}{2} }{h}\nonumber\\ &=& \displaystyle
\lim_{h\to 0} \displaystyle \cos\left(x+\frac{h} {2 }\right) \displaystyle \lim_{h\to 0}\frac{\sin\displaystyle
\frac{h}{2} }{\displaystyle\frac{h}{2}}\nonumber\\ &=& (\cos x)\times 1. \end{eqnarray} \)

Concluindo,

\(\displaystyle \sin'(x)=\frac{d \sin}{dx} (x)=\cos x\).

Mas atencao que esta formula é valida apenas quando \(x\) e \(h\) sio ambos expressos em radianos. Sé assim
é que conseguimos garantir que \(\displaystyle \lim_{h\to O}frac{\sin\displaystyle \frac{h}{2}
H\displaystyle\frac{h}{2}}=1\).

Quando a variavel \(x\) é expressa em graus
Vamos usar de novo a férmula \(\sin p-\sin q=2 \cos \displaystyle \frac{p+q}{2} \sin\displaystyle \frac{p-q}{2}\),

vélida quer \(p\) e \(q\) sejam expressos em graus ou radianos.
Suponhamos que \(x\) e \(h\) sdo ambos expressos em graus. Vem, entdo, que
\( \begin{eqnarray} \displaystyle \sin'(x°)=\frac{d \sin}{dx} (x°) &=& \displaystyle \lim_{h°\to
O\frac{\sin(x°+h°®)-\sin  x°}{h°}\nonumber\\ = &=& \displaystyle \lim_{h®\to  O}\frac{\displaystyle 2
\cos\left(x*+\frac{h°} {2 }\right) \sin\displaystyle \frac{h°}{2} }{h°}\nonumber\\ &=& \displaystyle \lim_{h°\to O}
\displaystyle \cos\left(x°+\frac{h°}{2}\right) \displaystyle \lim_{h°to O}\frac{\sin\displaystyle \frac{h°}{2}
}H\displaystyle\frac{h°} {2} }\nonumber\\ &=& (\cos x°)\times \displaystyle\frac{\pi}{180°}. \end{eqnarray} \)
Concluindo,

\(\displaystyle \sin'(x®)=\frac{d \sin} {dx} (x°)=\displaystyle\frac{\pi}{180°}\cos x°\)
j4 que, como vimos nos Limites notdveis, quando \(h\) é expresso em graus \(\displaystyle \lim_{h\to
0}\frac{\sin\displaystyle \frac{h} {2} }{\displaystyle\frac{h}{2}}=\displaystyle\frac{\pi}{180°}\).
Note que este resultado é bem mais complicado do que o anterior, devido ao aparecimento do factor extra

\(\displaystyle\frac{\pi}{180°}\). Por isso ha toda a conveniéncia em exprimir \(x\) em radianos, para que a

derivada tenha uma expressao mais simples: \(\sin'(x)=\cos x\).
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Derivada da funcao \(\cos\)

Consideremos a varidvel \(x\) expressa em radianos.

Podemos fazer uma dedugéo direta, usando a definicdo de derivada, e célculos em tudo andlogos aos que foram

feitos para calcular a derivada de \(\sin\), quando \(x\) e \(h\) sdo ambos expressos em radianos. O resultado é
\(\cos'(x)=-\sin x\)

No entanto, € mais simples usar relagdes trigonométricas e a regra de derivagdo de funcdo composta (regra da

cadeia). Usamos, por exemplo, a relagdo trigonométrica \(\cos x=\sin\left( \displaystyle\frac{\pi}{2}-x \right)\). Vem

entio que

\(\cos'(x)=-\sin'\left(\displaystyle\frac{\pi} {2 }-x \right)=-\cos\left(\displaystyle\frac{\pi} {2 }-x \right) =-\sin x\)

Derivada da funcao \(\tan\)

Usamos a regra de derivacdo de um quociente \(\displaystyle \left(\frac{f}{g}\right) = \displaystyle
\frac{f'g-fg'}{g"2} \), desde que as derivadas existam e o quociente faca sentido (aqui usimos 6bvias simplificacdes
de notacdo). Como \(\displaystyle \tan x=\frac{\sin x}{\cos x}\), vem, com \( x \neq \left( 2k + 1 \right)\), \(k \in
\mathbb{Z}\), que
\(\displaystyle \tan' x=\left(\frac{\sin x} {\cos x}\right)'= \displaystyle \frac{\sin'(x)
\cos(x)-\sin(x)\cos'(x) } {\cos*2(x) } = \displaystyle \frac{\cos"2(x)+\sin"2(x) }{\cos"2(x)}=\displaystyle
\frac{1}{\cos"2(x)}=\sec2(x) \)
<ggb_applet height="300" width="500" showResetlcon="true" filename="Derivadastan_a.ggb" />
Ver
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Referéncia : Graca Martins, E. (2013), WikiCiéncias, 4(05):0775
Autor: Maria Eugénia Graga Martins

Editor: José Francisco Rodrigues

Considere-se um espaco de resultados \(\rm S\), finito, ¢ um conjunto A de subconjuntos de \(\rm S\) —

acontecimentos - que satisfaca as seguintes condigdes:
a) O acontecimento certo \(\rm S\), pertence a A.

b) Se um acontecimento \(\rm A\) pertence a A, entdo o seu complementar (ver Operagdes com

acontecimentos) \(\bar{\rm{ A} }\) também pertence a A.

¢) Se dois acontecimentos pertencem a A, entdo a sua unido \({\rm{A \cup B}}\) (ver Operacdes com

acontecimentos) também pertence a A.
Ao par (\(S\), A), chamamos espaco de acontecimentos.

Uma medida de Probabilidade \(\rm{P}\) é uma fun¢do de conjunto, isto ¢é, definida em A, que a cada elemento
\(\rm A\) pertencente a A associa um numero real que se chama Probabilidade de \(\rm A\) e se representa por

\(\rm{P(A)}\), satisfazendo as seguintes condi¢des ou axiomas:
1° axioma - A probabilidade de qualquer acontecimento € maior ou igual a zero
\({\rm{P} }{\rm{(A) = O} }\).
2° axioma - A probabilidade do acontecimento certo \(\rm S\), € 1:
\({\rm{P(S) = 1} }\).
3° axioma - Dados dois acontecimentos disjuntos, a probabilidade da sua unido € igual a soma das probabilidades de
cada um
Se \({\rm{A}{\rm{\cap}}{\rm{B}} = \emptyset\quad\Rightarrow\quad {\rm{P(A \cup B)}}
{\rm{P(A) + P(B)} } }\)

No caso de S ndo ser finito, a condig¢do c) € substituida pela condi¢do

c®) Se \(\rm{A_1}\), \(hm{A_2}\), \(\'m{A_3})), ... pertencem a A entdo \(\bigcup\limits_{{\rm{i}}
{\rm{1}} }Minfty {{{\rm{A}}_{\rm{i}}}}\) também pertence a A

e 0 3° axioma € substituido pelo seguinte axioma:
3% axioma* - Se \(\rm{A_1}\), \(\rm{A_2}\), \(\rm{A_3}\), ... sdo acontecimentos disjuntos dois a dois, entdo

\((\rm{P(} Nbigcup\limits_{ {\rm{i}} = {\em{1}}}MNinfty  {{{\rm{A}}_{\rm{i}}}}{\rm{)}}
\sumMimits_{ {\rm{i}} = {\rm{1}}}Minfty { {\em{P(}}{ {\rm{A}}_{\rm{i}}}{\rm{)}}}\)

Os axiomas anteriores sdo conhecidos como a axiomatica de Kolmogorov.
A probabilidade frequencista, laplaciana e subjetiva, verificam a axiomatica de Kolmogorov.

Como consequéncia da axiomadtica anterior, resultam as seguintes propriedades para a Probabilidade, que facilmente

se ilustram com a ajuda de diagramas de Venn e se demonstram a seguir:
Propriedades da Probabilidade
1. Probabilidade do acontecimento impossivel, \({\rm{P} }(\emptyset)=0\)
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Axiomadtica da Probabilidade (Axiomatica de Kolmogorov)

pois \({\rm{S} }=\left({\rm{S}} \cup \emptyset \right)\) e como \({\rm{S}}\) \[\rm P\left({\rm{S}} \cup \emptyset \right) = \rm
e \(\emptyset\) sdo disjuntos, pelo 3° axioma vem P\left({\rm{S} }\right) + \rm P\left(\emptyset\right)\]

\(\quad \quad \quad \quad \quad \ = 1\).

2. Probabilidade do acontecimento complementar, \({\rm{P}}(\bar{\rm{A}})=1- {\rm{P(A)}}})

S
O
pois \({\rm{S}} = {\rm{A}} \cup \bar{\rm{A}}\) e como \[\rm P\left({\rm{A}} \cup \bar{ {\rm{A}} }\right) = \rm
\({\rm{A}}\) e \(\bar{\rm{A} }\) s@o disjuntos vem P\left(\rm{ A \right) + \rm P\left(\bar{\rm{ A} }\right)\]

\(\quad \quad \quad \quad \quad \quad \ = 1\).

3. Se \({\rm{A}}\) implica \({\rm{B}}\) (ver Operagdes com acontecimentos), ou seja, \({\rm{A}} \subseteq
{\rm{B}}\), entdo \({\rm{P(A)}} \leq {\rm{P(B)}}\)

S
B

pois \({\rm{B}} = {\rm{A}} \cup {\rm{(B - A)}}}) e como \({\rm{A}})) e \({\rm{(B-A)}}\) sdo disjuntos vem:

\(rm P\left({\rm{B} }\right) = \rm P\left(\rm{ A }\right) + \rm P\left({\rm{(B-A)} }\right)")

\(\quad \quad \quad \ \geq \rm P\left({\rm{A} }\right)\) porque \(\rm P\left({\rm{(B-A)} }\right)\geq O\) pelo 1° axioma.

4. Para qualquer acontecimento \({\rm{ A} }\), tem-se \(0 \leq \rm{P(A)} \leq 1\)
Esta propriedade € consequéncia da propriedade anterior, dado que \({\rm{A}} \subseteq {\rm{S}}\).

5. Dados dois acontecimentos \({\rm{A}}\) e \({\rm{B} }\) quaisquer, tem-se \({\rm{P(A-B)} }= {\rm{P(A)-P(A \cap
B)}1Y)

pois \({\rm{A}}= {\rm{(A-B)} N\cup {\rm{(A\cap B)}}\), com \({\rm{(A-B)}}\) e \({\rm{A \cap B}}\) disjuntos.

6. A probabilidade da unido de dois acontecimentos \({\rm{A}}\) e \({\rm{B} }\) quaisquer é \({\rm{P(A \cup B)}}=
{\rm{P(A)} }+{\rm{P(B)} }-{\rm{P(A\cap B)} }\)

5
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pois \({\rm{A \cup B}}= {\rm{(A-B)\cup(A\cap B)\cup(B-A)}}}), com \({\rm{(A-B)}}\), \({\rm{A\cap B}}\) e
\({\rm{(B-A)} }\) disjuntos dois a dois e tendo em considera¢do a propriedade anterior.

Esta férmula generaliza-se ao caso de tré€s acontecimentos \(\rm A\), \(\rm B\) e \(\rm C\)

\({\rm{P(A \cup B \cup C)}}= {\rm{P(A)} }+{\rm{P(B)}} + {\rm{P(C)}}-{\rm{P(A\cap B)}} - {\rm{P(A\cap C)}}
- {\rm{P(B\cap C)}} + {\rm{P(A \cap B \cap C)} }))

ou a mais acontecimentos, dando lugar a Férmula de Daniel da Silva (1]

Ver
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