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CALCULO DAS PROBABILIDADES



316

Péagina em branco



[.4.1

INTRODUCAO AO CALCUI:O DAS PROBABILIDADES:
POPULACOES FINITAS

A - Frequéncias
1. Primeiros exemplos

Comecemos por um exemplo que nos € bem familiar. Suponha-
mos que, numa dada época de exames finais duma cadeira, se apre-
sentaram a exame 189 alunos e os resultados foram os que constam
da seguinte tabela:

TABELA N.° 1
Classificacdes N.° de Alunos Classificacdes N.° de Alunos

0 0 11 45
1 0 12 28
2 0 13 17
3 0 14 9
4 2 15 12
J 1 16 7
6 5 17 5
7 11 18 2
8 7 19 1
9 0 20 0
10 37
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Diremos entdao que, nestas provas, a frequéncia da classificacao
3 foi 0, a frequéncia da classificacdo 10 foi 37, etc.

Todavia, para ter uma ideia de conjunto destes resultados, nas
suas relacOes mutuas, € preferivel indicar a frequéncia de cada clas-
sificacdo em percentagem, tal como se observa na seguinte tabela
deduzida da precedente:

TABELA N.° 2
Classificagoes Percentagens Classificagoes Percentagens

0 0,0% 10 19,6%
1 0,0% 11 23,8%
2 0,0% 12 14,8%
3 0,0% 13 9,0%
4 1,1% 14 4,8%
5 0,5% 15 6,3%
6 2,6% 16 3,8%
7 5,8% 17 2,6%
8 3,7% 18 1,1%
9 0,0% 19 0,5%

20 0,0%

No primeiro caso, diz-se que se trata de frequéncias absolutas e,
no segundo, de frequéncias relativas. Assim, a frequéncia relativa
da classificagdo 2 foi 0%, a frequéncia relativa da classificacdo 10
fo1 19,6%, etc.

E claro que, designando por n o niimero total de alunos e por v
o ndmero de alunos que obtiveram uma dada classificacdo x (fre-
quéncia absoluta de x), a frequéncia relativa de x, em percentagem,
serd o numero fr(x) dado pela férmula

100v

n

() = % .

Mas uma percentagem nao € mais do que uma maneira especial,
usada na pratica, de designar um numero, geralmente compreendido
entre 0 e 1. Em consideracdes puramente tedricas serd preferivel
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designar esse numero a maneira usual, e entdo, a férmula que d4 a
frequéncia relativa toma o aspecto:

fr(x) =~
n

Observe-se ainda que, na pratica, o cdlculo das percentagens
conduz geralmente a dizimas, das quais ndo interessam todos os al-
garismos decimais. Escolhem-se valores aproximados desses niime-
ros, por defeito ou por excesso, com o grau de aproximacdo que se
considere suficiente. Mas, por coeréncia ldgica, convird escolher es-
ses valores de modo que a sua soma seja exactamente 100. (No
exemplo anterior tomaram-se valores aproximados a menos de 0,1).

Os conceitos de frequéncia absoluta e de frequéncia relativa sdao
usados a cada passo na vida corrente. Indicaremos mais alguns:

1) — Numa dada cidade com 23.528 habitantes, 9.253 pertencem ao
sexo masculino e os restantes 14.275 ao sexo feminino. Estes
dois ultimos numeros dao, pois, as frequéncias absolutas do
sexo masculino e do sexo feminino entre os habitantes da
referida cidade. As frequéncias relativas dos mesmos atributos,
serdo, respectivamente, de 39% e de 61%.

2) — Num dado pais, 82% dos habitantes t€m os cabelos castanhos
ou pretos, 14% tém os cabelos louros e 4% t€m os cabelos rui-
vos. S3d0 estas, pois, as frequéncias relativas daqueles atributos
entre os habitantes do referido pais.

3) — Numa série de 5.000 viagens efectuadas por uma dada compa-
nhia de aviacdo, houve desastres em 2 viagens. Nesta série, a

frequéncia relativa dos desastres foi, portanto, de 0,04%, ou seja,
de 0,0004.

4) — Numa série de competicdes, um dado clube desportivo teve 10
vitorias, 2 derrotas e 0 empates. Nesta série, as frequéncias re-
lativas das vitdrias, derrotas e empates foram, pois, respectiva-
mente, iguais a 0,8, a 0,2 e a 0 (a menos de uma décima).
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2. Populacoes. Algebra dos atributos

Entre os exemplos anteriores, distinguem-se dois grupos princi-
pais. Num dos grupos apresentam-se-nos frequéncias de atributos;
no outro, aparecem-nos frequéncias de acontecimentos. Em qual-
quer dos casos as consideracdes restringem-se a um determinado
conjunto, que pode ser constituido por entidades das mais diversas
naturezas (seres humanos, competicdes desportivas, viagens de
aviacdo, etc.). Este conjunto fundamental, a que se refere um dado
inquérito estatistico, € chamado, conforme os autores, populacado,
universo légico, universo do discurso ou, simplesmente, universo;,
os seus elementos sao chamados os individuos (desse universo)®.

Consideremos uma dada populacdo U. Em U podem estar defi-
nidos diferentes atributos (em vez do termo ‘‘atributo’ usam-se,
ainda, como sin6nimos, ‘“propriedade’, “predicado”, ‘“‘caracter”,
etc.). A cada atributo o corresponde um determinado conjunto ou
classe A, constituida por todos os individuos (elementos de U), que
possuem o atributo o.

A presenca simultanea de dois atributos o, 3 num mesmo indi-
viduo constitui um novo atributo, que se chama conjuncdo (ou pro-
duto logico) dos primeiros e se representa por ot N 3 ou, simples-
mente, por of3. Claro estd que, se for A o conjunto dos individuos
com o atributo @, e se for B o conjunto dos individuos com o atributo
B, serd A N B (interseccdo de A com B) o conjunto dos individuos
com o atributo af3 (ler “o e B”). Por exemplo, pode acontecer que,
numa dada populagdo de seres humanos, o atributo “masculino” e o
atributo “ruivo” coexistam num mesmo individuo: a totalidade dos
individuos que os possuem simultaneamente serd a intersec¢ao do
conjunto dos individuos do sexo masculino com o conjunto dos in-
dividuos ruivos; mas também pode acontecer que, numa outra popu-
lacdo, esta intersecc@o seja 0 conjunto vazio, isto €, que nao haja
nessa populacdo homens ruivos.

O facto de um individuo possuir um, pelo menos, dos atributos
o, B (podendo ter ambos a0 mesmo tempo) exprime-se por um novo

(1) — Note-se que as designagdes universo logico e universo do discurso ja tinham sido adop-
tadas em l6gica matemadtica com um sentido equivalente. De resto, as noc¢des de 16gica
matemadtica introduzidas em Matematicas Gerais vao ser também aqui utilizadas.
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atributo, que se chama disjungcdo (ou soma légica) dos primeiros €
se representa por o U 3 ou por o + B (ler “o ou ). Se forem A e B
os conjuntos correspondentes a o e [3, serd A U B (reunido de A com
B) o conjunto correspondente a o. U 3. Exemplo: entre os seres hu-
manos, o atributo “casado ou viivo” € a disjuncio dos atributos
“casado” e “viuvo”.

De modo anélogo, se define a conjunc¢do e a disjuncao de vdrios
atributos o, f3, 7, ... Por exemplo, o simbolo oy significa a presen-
ca simultdnea dos atributos o, 3, Y num individuo: designa, pois, a
conjungdo desses atributos.

Note-se que as operacdes da conjuncdo e disjuncdo sdo ambas
associativas e comutativas (mas nado reversiveis) e qualquer delas é
distributiva em relacao a outra, isto €, tem-se

aB+y=ap+tay, o+py=(+p)@+7).

A auséncia dum atributo oo num dado individuo constitui um
novo atributo, que se chama contrdrio (ou negagdo) de . e se repre-
senta por ~o. ou por & (ler “ndo o). E claro que o conjunto dos
individuos com o atributo & é o complementar do conjunto dos in-
dividuos com o atributo o. Por exemplo, nos resultados dum exame,

o atributo “aprovado” € contrério do atributo “reprovado”.
Tem-se, ainda, como € facil ver:

~ (~o) = o (Lei da dupla negacdo)
~(ap) = (~o) + (~B), ~(a+P)=(~a)(~P) (1°lei de Morgan).

Um atributo diz-se universal, quando se verifica em todos os in-
dividuos; o conjunto correspondente € pois 0 universo considerado,
U. Um atributo diz-se impossivel, quando ndo se verifica em ne-
nhum individuo (elemento de U); o conjunto correspondente € o
conjunto vazio.

Dois atributos o e B dizem-se incompativeis quando a sua con-
juncdo € um atributo impossivel, isto €, quando os conjuntos corres-
pondentes sao disjuntos. Assim, por exemplo, no universo dos seres
humanos, o atributo “solteiro” € incompativel com o atributo “casado”.



324

Dois atributos o e 3 contrarios sdo sempre incompativeis. Mas
dois atributos podem ser incompativeis sem serem contrarios;
exemplos: os atributos “solteiro” e “casado” entre seres humanos,
os atributos “mediocre” e “bom” nos resultados dum exame, etc.
Para dois atributos serem contrarios, € necesséario e suficiente que a
sua conjunc¢do seja um atributo impossivel e a sua disjun¢do um
atributo universal.

Dados dois atributos o, B, diz-se que o implica B e escreve-se
o C B, quando todos os individuos que possuem o também possuem
B. Exemplos: “mediocre” implica “reprovado”, “casado” implica
“nao solteiro”. Os atributos o e B dizem-se equivalentes quando
o C B e P Coa;exemplo: “mediocre ou mau” equivale a “reprovado”.

De tudo o que precede ressalta que a dlgebra dos atributos € per-
feitamente andloga a dlgebra das fun¢des proposicionais (numa
varidvel) e ambas se traduzem directamente na dlgebra dos conjun-
tos. E que, a bem dizer, entre atributos e fun¢des proposicionais
existe apenas uma diferenca de forma. Seja, por exemplo, a fun¢do
proposicional

“x € agronomo ou silvicultor”

definida entre individuos portugueses; trata-se, como se v€, duma
formula que se converte em proposi¢ao verdadeira para certas deter-
minacdes de x e em proposi¢cdo falsa para outras determinacdes de
x. Exprime, pois, um atributo que se concretiza na reuniao de duas
classes: a dos engenheiros agronomos € a dos engenheiros silvicul-
tores (classes nao necessariamente disjuntas).

Uma classe pode ser determinada de dois modos diversos: — ou
dando um sistema de atributos ou regras que a caracterizem com-
pletamente (ponto de vista da compreensdo); — ou indicando um por
um os individuos que a compdem (ponto de vista de extensdo).
Conforme o ponto de vista adoptado, assim o conceito de classe se
aproxima do conceito de atributo ou do conceito de conjunto. A dis-
tin¢cdo entre tais conceitos tem sempre um cardcter mais ou menos
subjectivo.

Note-se que, na linguagem comum, 0s adjectivos exprimem
normalmente atributos, enquanto os substantivos comuns se referem
a classes e os substantivos proprios a individuos.
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Convém, ainda, lembrar que os atributos (ou as classes) que a
Natureza nos apresenta nunca sao nitidamente definidos, como os
conceitos abstractos da Matematica. Entre um atributo e os atributos
vizinhos ha geralmente zonas fronteiricas, em que a distin¢do acaba
sempre por ser feita de modo mais ou menos artificial ou arbitrario.
Por exemplo, ao classificar os habitantes duma cidade segundo a
cor dos cabelos, muitas vezes se hesita entre os atributos “castanho”
e “loiro” ou “ruivo”, para um dado individuo.

3. Algebra dos acontecimentos

Recordemos que, entre os exemplos do n.° 1, alguns se referem,
ndo propriamente a atributos, mas sim a acontecimentos. Nao pre-
tendemos aqui definir “acontecimento”, assim como ndo tentamos
definir “atributo”: tratam-se de conceitos psicologicamente primiti-
vos. O que serd possivel e conveniente € esclarecer tais conceitos €
precisar, tanto quanto possivel, a terminologia que lhes diz respeito.

Comecemos por notar que, em vez de “acontecimento”, se usam
com significado semelhante os termos “facto”, “fenémeno”, “even-
tualidade”, etc.

Imaginemos uma prova ou experiéncia, que se possa repetir va-
rias vezes em condi¢Oes idénticas, conduzindo, de cada vez, a um
ou mais resultados, entre varios que sdo possiveis. E a cada um des-
ses resultados que, em célculo das probabilidades e em estatistica,
se costuma dar o nome acontecimento. Assim, antes de efectuar a
prova, vérios acontecimentos s3o de esperar: cada um deles €, entdo,
apenas uma eventualidade ou hipétese (acontecimento em potén-
cia); efectuada a prova, apenas alguma ou algumas dessas hipoteses
se realizam (acontecimento em acto).

Sdo indmeros os exemplos que, neste sentido, se podem apre-
sentar. Por enquanto, recordaremos apenas os que foram citados no
n’ 1: desastre ou ausé€ncia de desastre numa viagem aérea, resulta-
dos duma prova desportiva, etc.

Mas convém desde j& observar que, muitas vezes, 0s aconteci-
mentos se exprimem por meio de atributos (e vice-versa). Tal €, por
exemplo, o caso dos resultados dum exame (ou o caso andlogo duma
competi¢do desportiva); assim, ao atributo “reprovado” corresponde o
acontecimento “ficar reprovado”, ao atributo “vitorioso” corresponde
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0 acontecimento “vencer” (na linguagem comum, os acontecimentos
sdo geralmente expressos por verbos, enquanto os atributos sao
expressos por adjectivos).

Ainda aqui, portanto, hé, de certo modo, uma questdo de ponto
de vista psicolégico. Podemos, portanto, desde j4, prever que para
0s acontecimentos, exista uma &lgebra perfeitamente andloga a dos
atributos. Com efeito, sejam o e 3 dois acontecimentos a esperar
numa dada prova P :

1) - Chama-se conjungdo (ou produto légico) de o e B, e repre-
senta-se por o3, 0 acontecimento que consiste na realizagio
simultinea de o e de B.

2) - Chama-se disjuncdo (ou soma légica) de o e B, e represen-
ta-se por o + B, 0 acontecimento que consiste em se realizar
um, pelo menos, dos acontecimentos o e [3.

3) - Chama-se contrdrio (ou negacdo) de ., e representa-se ~ ol
ou por O, 0 acontecimento que consiste em nao se realizar o.

4) - Diz-se que o implica B, e escreve-se oo C 3, quando [3 se
realiza todas as vezes que o se realiza.

5) - Dois acontecimentos o, 3 dizem-se equivalentes, e escreve-
-se .=}, quando a C B e B C .

6) - Um acontecimento diz-se cerfo quando ja se sabe a priori,
com certeza absoluta, que se realizard na prova %, todas as
vezes que esta for efectuada. Um acontecimento diz-se im-
possivel, quando € certo o seu contrario. Por exemplo, no
exame final dum aluno € certo o acontecimento “aprovacao
ou reprovagao” (excluem-se os casos de falta ou desistén-
cia) e € impossivel o acontecimento “obter 21 valores” (em
escolas portuguesas).

7) - Dois acontecimentos dizem-se incompativeis, quando a sua
conjun¢do € um acontecimento impossivel.

As operagdes de conjuncdo, disjungdo e negagdo entre aconteci-

mentos gozam das mesmas propriedades que entre atributos, tor-
nando-se, pois, supérfluo menciond-las aqui.

4. Acontecimentos expressos em forma proposicional

A maior parte dos acontecimentos estudados em cdlculo das
probabilidades apresentam-se, naturalmente, sob a forma de fun-
cOes proposicionais. Vejamos dois exemplos:
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a) Imaginemos uma urna que contenha bolas brancas e bolas
pretas. Designando por U o universo das bolas contidas na urna, por
B o conjunto das bolas brancas e por P o conjunto das bolas pretas,
teremos duas func¢des proposicionais

x€EB, xeP

definidas em U. A varidvel x toma, pois, cada um dos seus valores
em U. Ora, o valor de x pode ser determinado, extraindo ao acaso
uma bola de U. Nesta prova (extraccdo da bola) realiza-se, entdo,
um dos seguintes acontecimentos contrdrios: x € B, (a bola x que
sai € branca), x € P (a bola x que sai € preta). Vé-se, pois, como as
funcdes proposicionais consideradas passam a exprimir aconteci-
mentos.

b) Seja x a classificacdo dum aluno numa prova % a realizar. Os
resultados “mau”, “mediocre”, “suficiente”, “bom”, “distinto” e
“muito bom”, segundo convengdes frequentemente adoptadas, sdo
expressos, respectivamente, pelas fungdes proposicionais seguintes:

x<6, 6<x<10, 10<x<14, 14<x< 16,
16 <x<18, 18<x.

O resultado “aprovado”, soma l6gica de “suficiente”, “bom”,
“distinto” e “muito bom”, € expresso pela fungdo proposicional x >10.

Assim, nestes casos, 0s acontecimentos a que pode dar lugar a
prova P considerada aparecem directamente sob a forma de funcdes
proposicionais ol(x) definidas num dado universo U, sendo o valor
da varidvel x (elemento de U) determinado em cada realizacdo da
prova P. A varidvel x recebe, nos casos como o considerado em a),
o nome de varidvel casual ou varidvel aleatéria, atendendo a que
na sua determinacdo, intervém, mais ou menos, o acaso®. E claro

(1) — E impossivel definir logicamente o termo “acaso”. Numa primeira aproximagéo, pode-
riamos dizer que este termo designa auséncia de causa, ou, pelo menos, de causa conhe-
cida. Para certos autores, 0 acaso consistiria na acumulacdo de um grande nimero de
pequenas causas desconhecidas que actuam em diversos sentidos, tornando praticamen-
te impossivel a previsdo do efeito global. Sobre este ponto, aconselhamos a leitura do
prefacio do livro de CASTELNUOVO, citado na Bibliografia.
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que a conjuncdo de dois acontecimentos o e 3 serd expressa pela
conjun¢do das fungdes proposicionais que exprimem o e 3 e analo-
gamente para a disjuncdo, para a negacao, etc.

Deste modo, a cada acontecimento o(x) ficard a corresponder
um determinado subconjunto A de U: o conjunto de individuos que
verificam o.(x); reciprocamente, a cada conjunto A de U correspon-
de o acontecimento expresso pela fungdo proposicional x EA. (A
dois acontecimentos corresponde 0 mesmo conjunto, quando, € s6
quando, os acontecimentos sdo equivalentes). A dlgebra dos aconte-
cimentos poderd, pois, traduzir-se na dlgebra dos conjuntos.

Mesmo no caso geral, a reducdo dos acontecimentos a forma de
funcdo proposicional € sempre possivel, pelo menos de modo indi-
recto.

5. Frequéncia dum atributo numa populaciao

Chama-se frequéncia absoluta dum atributo o¢ (num dado uni-
verso U) ao nimero de individuos que possuem esse atributo, isto €,
ao numero de elementos do conjunto A correspondente ao atributo
o.. Designaremos esse nimero por (o).

Chama-se frequéncia relativa do atributo o0 a0 quociente de (o)
pelo namero total de individuos (elementos de U). Designaremos
por N esse niumero e por fr(o) a frequéncia relativa de o. Ter-se-4,
pois, por defini¢do:

_©
fr(o) = N

A frequéncia relativa costuma também ser expressa em fantos
por cento e, algumas vezes, em tantos por mil, devendo usar-se, en-
tdo, respectivamente, as formulas:

100 - 1.000 -
fr (o) =%%, fr(o) = o (@) %o.

Jano n’ 1 demos vérios exemplos de frequéncias absolutas e de
frequéncias relativas.

Resulta logo da defini¢do que se tem 0 <fr(a) <1, qualquer que
seja o atributo oL.
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Em particular, serd fr(o) =1 [isto é, (o) = N], quando € atributo
universal, e fr(o) =0 [ou seja (o) =0], quando € atributo impossivel.
Além disso, tem-se o

TEOREMA DA SOMA. Dados p atributos o, O, ..., o, incompa-
tiveis dois a dois, a frequéncia absoluta [resp. relativa) da soma 16-
gica desses atributos é sempre igual a soma das frequéncias abso-
lutas [resp. relativas] dos mesmos atributos; isto é, em formulas:

(o, + 0, +--- + o) = (o) + (o) + --- + (0),

S.1)  fr(a, + o, + -+ o) =fr(a) + fr(o,) + --- + fr(o,).

Com efeito, sendo cada um dos atributos o, incompativel com
qualquer dos outros, os conjuntos correspondentes sdo disjuntos
dois a dois e, portanto, a sua reunido, correspondente ao atributo

o, + 0, + -+ 0, tem um numero de elementos igual a soma dos
elementos dos primeiros, isto €,

(@, +0,+---+0)=(0)+(0,)+ -+ ()
e, portanto,

(o, +0,+...+0a) (o) (o) (o)
= -+ + ... 4
N N N N

2

que é, precisamente, o que exprime a férmula (5.1).

Note-se que, na aplicacdo deste teorema, é essencial que esses
atributos considerados sejam incompativeis, dois a dois. Por exem-
plo, suponhamos que, numa certa cidade, 8% dos habitantes sdo
empregados do Estado e 34% s@o empregados de empresas particu-
lares; nao se pode dai concluir, sem mais, que 42% dos habitantes
sao empregados (do Estado ou de empresas particulares), pois pode
haver habitantes que sejam ao mesmo tempo empregados do Estado
e de empresas particulares. Vemos mais adiante como proceder, de
modo sistemético, em casos tais.

Entretanto, observemos que do teorema anterior (ou mesmo da
defini¢cdo) se deduz logo o
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COROLARIO. Se for fr a frequéncia relativa dum dado atributo, serd
1 —fr a frequéncia relativa do atributo contrdrio; isto é, em formula

fr(a) = 1 - fr(o).

Com efeito, os atributos o, O sd0 incompativeis €, como a sua
soma logica € atributo universal, tem-se

fr(o)) + fr(a) =fr(ov + o) = 1, donde, fr(a) = 1-fr(o).

6. Frequéncia dum acontecimento numa série de provas

Consideremos n realizagdes, P, P,, ..., P , duma prova gené-
rica % e seja oL um acontecimento a provar em cada realizagdo de %P.
Suponhamos que o acontecimento o se realiza em v destas provas €
que, portanto, 0 seu contrario se realiza nas n—v provas restantes.
Diremos, entdo, que v € a frequéncia absoluta do acontecimento o
na série de provas consideradas. Por outro lado, chamaremos fre-
quéncia relativa de o na referida série ao cociente de v por n, isto €,
ao numero f dado pela férmula

nimero este que depende ndo s6 do acontecimento, como, ainda, do
numero n das provas. E claro que se terd sempre

0<f<1.

Mas o caso f = 1 ndo habilita em absoluto a concluir que o
acontecimento o € certo, assim como o caso f = 0 ndo habilita em
absoluto concluir que o acontecimento € impossivel.

Entretanto, importa observar que o teorema da soma, bem como
o respectivo coroldrio, subsistem para os acontecimentos, bastando
substituir nos enunciados a palavra “atributo” pela palavra “acon-
tecimento”. As demonstracdes sao perfeitamente andlogas as ante-
riores.

NOTA. Se tomarmos para universo légico o conjunto {%,, P,,... P },
a func¢do proposicional de
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“% é uma prova em que se realizou 0

exprime visivelmente um atributo, cuja frequéncia (absoluta ou re-
lativa) € por defini¢do a frequéncia (absoluta ou relativa) do aconte-
cimento o na série considerada.

7. Particoes

Chama-se particdo (ou classificacdo) dum universo U a toda a
decomposi¢do de U num conjunto {C,, C,, ..., C_} de conjuntos
disjuntos dois a dois, cuja reunido seja U, isto €, de conjuntos C,
tais que

CC = para izke Y C,=U.
i=1

Os conjuntos C, dir-se-do elementos ou células da parti¢do ©.

Paralelamente, chamaremos particdo em atributos a todo o con-
junto {o,, O,, ..., &, } de atributos incompativeis, dois a dois, cuja
soma logica seja o atributo universal.

Uma particdo diz-se dupla, tripla, etc., conforme o nimero m dos
seus elementos for 2, 3,.... Sempre que esse niimero € superior a dois,
a parti¢ao diz-se miiltipla (excluimos o caso sem interesse m=1).

O caso mais simples serd o das classificacdes duplas, também
chamadas classificagoes dicotémicas ou dicotomias. Estas podem
sempre ser determinadas em U, por um atributo o e pelo seu contra-
rio o (é claro que ndo interessa o caso em que o, € impossivel ou
universal).

Dados vérios atributos o, B, v, ..., sobre U, as operagdes de ne-
gacdo e de conjuncdo efectuadas sobre esses atributos e sobre os
resultados obtidos conduzem necessariamente a uma particio em
atributos. Ora, essa particao pode sempre ser atingida por sucessivas
dicotomias, como vamos ver. Para fixar ideias, limitemo-nos ao
caso de 3 atributos o, B, y. As sucessivas dicotomias podem ser es-
quematizadas do seguinte modo:

(1) — Supde-se nesta definicdo que o universo € finito, mas € claro que a defini¢cio se pode es-
tender imediatamente ao caso dos universos infinitos e das particdes com uma infinida-
de de células.
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Obtivemos assim, como € fécil verificar, uma particao consti-
tuida pelos 2° atributos

aBy, oy, ofy, dBy, apY, By, aBY, a7,

entre os quais, porém, pode haver algum repetido ou impossivel, o
que reduz o seu efectivo.

Estes resultados estdo sugestivamente figurados no diagrama
junto, em que as classes correspondentes aos atributos o, 3, y sdo
representadas por circulos e o universo por um rectangulo.

o3}
gl
21

VAV
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Suponhamos, por exemplo, que o universo U € constituido pelos
portugueses, sendo o o atributo “casado”, B o atributo “empregado”
e 'y o atributo “com menos de 35 anos”. Entdo, o}y serd o atributo
“casado, desempregado, com menos de 35 anos”, a7y o atributo
“ndo casado, empregado, com idade néo inferior a 35 anos”, etc.

Toda a particio U* dum universo U (em conjuntos ou em atri-
butos) pode ser tomada para novo universo, dando-se, por assim di-
zer, uma condensac¢do do universo primitivo. Os novos individuos
serdo, € claro, as células da particdo U*. Este processo de condensa-
cdo € muitas vezes usado em Estatistica para resumir dados. Por
exemplo, na Tabela n° 1 fez-se uma particdo dos alunos em classes,
conforme as notas obtidas no exame, substituindo-se o universo dos
alunos pelo universo das notas; este, por sua vez, pode ser conden-
sado no universo constituido pelos atributos “mau”, “mediocre”,
“suficiente”, “bom”, “distinto” e “muito bom”, o qual, por sua vez,
pode ser substituido pelo universo {“aprovado”, “reprovado”}.

Estas consideracdes aplicam-se mutatis mutandis ao caso dos
acontecimentos. Chamaremos particdo dum acontecimento certo a
todo o sistema de acontecimentos incompativeis, dois a dois, cuja
soma légica seja um acontecimento certo. (Esta definicdo, torna-se
mais sugestiva, se em vez do termo “acontecimento’” usarmos o ter-
mo “eventualidade”).

8. Corpos de conjuntos, corpos de atributos, corpos de
acontecimentos

Consideremos um universo U (finito). Diz-se que uma familia
{C,, C,,..., C} de conjuntos de elementos de U € um corpo, quando
se verificam as duas seguintes condi¢des: 1) — a soma ou o produto
16gico de dois (ou mais) conjuntos da familia ainda € um conjunto
da familia; 2) — o complemento de cada conjunto da familia ainda
pertence a mesma.

Analogamente, se define “corpo de atributos” e “corpo de acon-
tecimentos”. Neste ultimo caso, devemos supor que se trata dum
sistema finito de acontecimentos a prever numa dada prova P.

A familia de todos os possiveis conjuntos de elementos de U é,
manifestamente, um corpo de conjuntos. Mas hé outros exemplos
de corpos.
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Consideremos um corpo % de conjuntos e seja C um desses con-
juntos. Entdo, C também pertence a R. Logo, também pertencem a
%R o conjunto C + C = U e o conjunto CC =J; isto &, entre os con-
juntos dum corpo figuram sempre o universo e o conjunto vazio.

Chamam-se células do corpo R os conjuntos ndo vazios de R
que ndo contém nenhum outro conjunto de R, a ndo ser o conjunto
vazio. Dado um individuo a, a intersecc@o de todos os conjuntos de
R que contém a é manifestamente uma célula de R; o menor con-
junto de R que contém a. Tem-se, além disso, o seguinte

TEOREMA. Sejam A e B duas células de R. Entdo, de duas uma:
ou os conjuntos A e B coincidem ou sdo disjuntos.

Com efeito, suponhamos que os conjuntos A, B ndo coincidem,
isto €, que A # B, mas que a intersec¢ao AB nao € vazia.

A B

Entdo, visto ser A # B, podemos garantir que um, pelo menos,
destes conjuntos ndo estard contido no outro: seja, por exemplo, A
esse conjunto. Nesta hipétese, tanto AB como AB sdo conjuntos de
9 diferentes de A e contidos em A e, como A = AB + AB, nenhum
deles serd vazio. Mas isto € impossivel, porque entdo ndo seria A
uma célula. Logo, ou A e B sdo disjuntos (isto é, AB = (J) ou coin-
cidem (isto é, A = B).

Daqui se deduzem logo os seguintes corolarios:

COROLARIO 1. As células dum corpo de conjuntos formam uma
particdo do universo.
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COROLARIO II. Para todo o conjunto A pertencente a um dado
corpo R de conjuntos, existe um e s6 um conjunto de células de R,
de que A é soma logica.

Posto isto, consideremos uma classe & qualquer de subconjun-
tos de P. Efectuando operagdes de intersecc@o, reunido e passagem
ao complementar, de todos os modos possiveis, a partir dos conjun-
tos de &, os resultados obtidos constituem um corpo de conjuntos;
a0 menor corpo que contem &, dd-se-lhe o nome de corpo de conjun-
tos gerado por §. E claro que as células deste corpo sdo as células
da parti¢io determinada por &, a qual se pode obter por sucessivas
dicotomias como foi indicado no n.° anterior. Os restantes conjuntos
do corpo (além do conjunto vazio) sdo reunides de células, como in-
dica o Corolério II.

Todas estas consideracdes se aplicam, mutatis mutandis, aos
corpos de atributos e de acontecimentos.

Consideremos, por exemplo, entre os resultados normais dum
desafio de futebol entre dois grupos A e B, os dois seguintes: vitdria
de A (que designaremos por V) e empate (que designaremos por E).
O corpo de acontecimentos gerado por V e E € formado pelos se-
guintes elementos: V + E (vitéria de A ou empate), V+ E (derrota de
A — acontecimento que designaremos por D), V + D (vitéria ou der-
rota de A), E + D (empate ou derrota de A), V + D + E (vitdria ou
derrota de A, ou empate — acontecimento certo, que designaremos
por 1), VD (vitéria e derrota de A — acontecimento impossivel, que
designaremos por O). Este corpo de eventualidades pode ser repre-
sentado pelo seguinte esquema, em que usamos a seta como simbo-
lo de implicagao:

/1

.

\X/

T
\

Q—— Iy
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E claro que V, E, D (células do corpo considerado) ainda podem
exprimir-se como somas de acontecimentos elementares (indecompo-
niveis), ndo pertencentes a este corpo. Com efeito, todo o resultado
dum jogo se pode exprimir por um par ordenado (m, n) de ndmeros
inteiros ndo negativos, sendo m o nimero de golos marcados por A e
n o nimero de golos marcados por B. Entdo, por exemplo, o aconteci-
mento V serd a soma dos acontecimentos representados pelos pares
(m, n) com m>n. Por sua vez, os acontecimentos £ e D sdo expres-
sos, respectivamente, pelas fun¢des proposicionais m=n € m<n.

Dum modo geral, a totalidade dos acontecimentos a considerar
numa dada prova ou experiéncia P constitui um corpo, desde que
se convencione (como ¢ uso) incluir nessa totalidade o aconteci-
mento impossivel V.

Esta convencdo € adoptada para comodidade de linguagem. Na
mesma ordem de ideias se convenciona que o acontecimento impos-
sivel implica qualquer outro acontecimento — convencao, de resto,
natural, pois que, s6 admitindo-a, serd inteiramente vélida a seguin-
te propriedade intuitiva:

Se 0.C P, entdo pCa

Com efeito, designando por I o acontecimento certo, tem-se
o C 1, qualquer que seja o, e portanto, I C &, qualquer que seja &.

Se isto ndo fosse verdade, a propriedade anterior ndo seria valida.

Consideremos agora um corpo de atributos e sejam o, 0l,, ..., O,
as suas células. Qualquer outro atributo o do corpo se exprime como
soma de células. Ora, como estas s3o incompativeis duas a duas, de-

duz-se do teorema da soma, este outro
TEOREMA. A frequéncia (absoluta ou relativa) de qualquer atri-
buto o dum corpo R de atributos ¢ igual a soma das frequéncias

(absolutas ou relativas) das células de R cuja soma é o.

Conclusdo anéloga para os corpos de acontecimentos.

(1) — Subentende-se que a totalidade € finita. Note-se, porém, que o conceito de corpo se
pode generalizar ao caso dos conjuntos infinitos (de conjuntos, de atributos ou de
acontecimentos).
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NOTA. E preciso n3o confundir um conjunto de conjuntos com a
reunido desses conjuntos. Por exemplo, o conjunto V dos vertebra-
dos esta classificado em varios conjuntos parciais: mamiferos, aves,
etc.; porém, V ndo € o conjunto desses conjuntos, mas sim a sua
reunido ou soma.

Ora, vimos atrds que, para todo o conjunto C pertencente a um
corpo R de conjuntos, existe um, e um sé, conjunto C* de células
de R cuja soma é C; reciprocamente, todo o conjunto C* de células
de R determina um conjunto C € R. Portanto, se designarmos por
U* a particdo de U constituida pelas células de R, fica, assim, esta-
belecida uma correspondéncia biunivoca C <> C* entre os conjuntos
C de R e os subconjuntos de U*. Além disso, € facil ver que a soma
C, + C, de dois conjuntos C,, C, de R corresponde, deste modo, a
soma C * + C,* dos subconjuntos correspondentes de U*, ao produ-
to C, C, corresponde o produto C* C,*, e ao complementar de C
corresponde o complementar de C*. Exprime-se este facto dizendo
que a referida correspondéncia é um isomorfismo entre o corpo R e
o corpo dos subconjuntos de U*; diz-se, também, que esses dois
corpos sao isomorfos.

Analogamente, se conclui o seguinte facto:

Se & ¢ um corpo (finito) de acontecimentos e € o conjunto das
células de &, o corpo & € isomorfo a um corpo de conjuntos, que é
precisamente o corpo dos subconjuntos de €.

Por exemplo, o corpo gerado pelos acontecimentos V, E atrés
considerados € isomorfo ao corpo dos subconjuntos de {V, E, D},
que sdo: este proprio conjunto, 0 conjunto vazio e, ainda, os conjun-
tos {V}, {E}, {D}, {V E}, {V, D}, {E, D}.

Ficam assim completadas as considera¢des do n.° 3: o isomor-
fismo em questdo traduz exactamente a dlgebra dos acontecimentos
na 4lgebra dos conjuntos.

9. Distribuicao em universos finitos

Consideremos um corpo %R de conjuntos (num universo U fini-
to). Suponhamos que, a cada conjunto C C R, se faz corresponder
um determinado numero real e designemos esse numero por @ (C):
fica assim definida em R a funcdo ®(C), do conjunto varidvel C.
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Pois bem, chamaremos distribuicdo em R toda a funcio de con-
junto, ®(C), definida em R, que verifique as duas seguintes condi-
coes:

1)-®(C) =0, para todo o CER.

2) —Se C,, C, s@o conjuntos disjuntos de R, entdo
OC,+C,)=D(C)) +D(C,).

Em particular, se R é formado por todos os subconjuntos de U,
diremos, entdo, que ®(C) € uma distribuicdo sobre U.
E ficil reconhecer a veracidade da seguinte proposi¢ao:

TEOREMA. Sejam C,, C,, ..., C, as células do corpo R. Se asso-
ciarmos a cada conjunto C,, arbitrariamente, um nimero real 7,2
0, existe sempre uma, e uma so, distribuicdo ®(A) em R que, para
cada conjunto C,, toma o valor vy, (i =1, 2, ..., m). O valor de ®(A)
para cada A CR ¢, entdo, a soma dos valores que a fungcdo toma
nas células cuja soma é A.

Em particular, se R é formado por todos os subconjuntos de U,
as suas células reduzem-se aos individuos (elementos de U) e tem-se:

COROLARIO. Toda a fungdo néo negativa definida em U é prolon-
gadvel numa (e numa s0) distribuicdo sobre U.

Daqui o chamar-se também, algumas vezes, distribuicdo em U a
qualquer func¢do real nao negativa definida em U.

E claro que o conceito de “distribui¢io num corpo de conjuntos”
se estende imediatamente ao caso dos corpos de atributos e dos cor-
pos de acontecimentos.

Exemplos de distribui¢es sdo-nos oferecidos pelas frequéncias,
tais como atras foram definidas, tendo em vista o teorema da soma.
Mas, além das distribuicdes de frequéncia, apresentam-se ainda na
pratica muitos outros exemplos de distribui¢cdes: distribuicdes de
probabilidade (que estudaremos mais adiante), distribui¢Oes de
massa, distribuicdes de carga eléctrica, etc., etc.
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Chamaremos distribuicdo relativa (num corpo R) a toda a distri-
buicdo ®(A) em R que verifique a condi¢io suplementar seguinte:

3)-®(U) =1 (sendo U o universo, como ja foi dito).

E facil ver que, de cada distribuicdo ®(A) em R, se deduz uma
distribuicdo relativa, ¢ (A), em R, pondo

d(A)

, sendo U o universo.
Dd(U)

¢(A) =

Do teorema anterior deduz-se o seguinte

COROLARIO. Se ®(A) é uma distribuicdo relativa, tem-se sempre
DA)=1-D(A).

A deducgdo faz-se exactamente como no caso particular das fre-
quéncias relativas (n.° 5).

10. Soma de conjuntos nao disjuntos (atributos ou acontecimentos
compativeis)

Seja W(A) uma distribuicdo definida num corpo R de conjuntos.
Sendo A, B dois conjuntos de R, o uso da férmula

M(A + B) = P(A) + W(B)

exige a restricdo de que A e B sejam disjuntos. Como proceder, po-
rém, no caso geral? J4 atrés (n.° 5) se nos pOs esta questdo a propo-
sito dum exemplo comezinho.

Basta notar que se tem, necessariamente,

A=AB +AB, B=AB+AB, A+B=AB + AB + AB.

Como os conjuntos AB, AB, AB sio disjuntos dois a dois, ter-se-4:

A B
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W(A) = W(AB) + W(AB), W(B) = L(AB) + L(AB),
W(A + B) = W(AB) + L(AB) + W(AB)

donde W(AB) = L(A) — L(AB), L(AB) = u(B) — L(AB) e, portanto,
W(A + B) = W(A) + W(B) — L(AB).

Para o caso de 3 conjuntos A, B, C, bastard aplicar esta formula
duas vezes:

HA+B+C)=p[A+B+CO)]=pn@A)+uB+C)-u[A (B +C)]
=U(A) +n(B) + u(C) - u(BC) - u(AB + AC).

Como
WAB+AC) =U(AB) + W(AC) - WL(ABC),
vird, por ultimo

WA +B+C)=pnA)+uB)+u(C)-nAB) -
—H(AC) - u(BC) + U(ABC).

Consideremos agora, em geral, p conjuntos quaisquer,
Ay Agy vses Ay de . Por indugdo, chega-se a férmula seguinte:

p
“(}5[£)==}SIJQ4)'_}21104H40'+ :E, ”GArAjAk)—"'

i<j i<j<k

-+ (1) U4 A, . A)

que, no seu dominio inicial foi descoberta pelo matemético portu-
gués DANIEL DA SILVA, que a indica no seu trabalho “Proprieda-
des gerais e resolugdo directa das congruéncias bindmias: Introdu-
cdo ao estudo da teoria dos niimeros”.

E claro que estes resultados se aplicam, mutatis mutandis, ao
caso dos atributos ou acontecimentos compativeis.
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11. Atributos quantitativos

Entre os atributos considerados em inquéritos estatisticos, ha que
distinguir duas espécies principais — 0s que sdo grandezas € 0s que 0
ndo sdo. Os primeiros sdo traduziveis em numeros, resultados de
medicdes, enquanto para os segundos nio faz sentido falar de medi-
da. Estes sdo chamados atributos qualitativos ou qualidades, e aque-
les, atributos quantitativos ou quantidades (ou, ainda, grandezas).

Como sempre sucede, quando se trata de entes do mundo empi-
rico, a fronteira entre as duas espécies € imprecisa. H4 casos inter-
médios, dubios, em que se fala de avaliacdo ou correcgcdo dum atri-
buto (em vez de medicdo): tal € o caso da escala de Mohs relativa a
dureza dos minerais, tal €, ainda, o caso das cotacdes que se atri-
buem aos alunos nos exames etc.

De resto, dada uma particdo em atributos (finita), qualquer que
ela seja, € sempre possivel, com critério mais ou menos convencio-
nal, distinguir esses atributos por meio de numeros. Em particular,
no caso da parti¢do dicotémica {a, 0.}, formada por um atributo e
pelo seu contrdrio, é natural designar o por O (auséncia) e o por 1
(presenca) ou por —1 e +1, etc.

Em correspondéncia as duas espécies de atributos, apresentam-
-se, naturalmente, duas modalidades de estatistica: a qualitativa e a
quantitativa. A primeira €, também, chamada estatistica de atri-
butos e a segunda, estatistica de varidveis; mas estas designacoes
nao condizem com a nossa terminologia precedente.

Entre os atributos quantitativos (ou, melhor, entre as parti¢cdes
em tais atributos) hé, ainda, que distinguir duas categorias: a dos
que formam escalas continuas (varidveis continuas) € a dos que se
dispdem conforme a sucessdo de numeros naturais (varidveis dis-
cretas). Pertencem a primeira categoria, por exemplo, os compri-
mentos, as massas, as densidades, etc. Pertencem a segunda catego-
ria por exemplo, os nimeros de pétalas de uma flor, de graos de
uma espiga, etc., etc.

O caso das varidveis continuas s6 podera ser estudado devida-
mente nos capitulos seguintes, em que trataremos de universos in-
finitos. Todavia, numa primeira fase, que € a da recolha e classifi-
cacgdo dos dados, trabalha-se ainda com universos finitos, tal como
vamos Ver.
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Consideremos uma variavel continua x (varidvel real), atributo
quantitativo definido numa dada populagdo U finita: por exemplo, a
altura dos individuos. Em vez de considerar a frequéncia de cada
um dos valores de x em U (valores estes que sdo em nuimero infini-
to), o que ha a fazer, na pratica, € agrupar esses valores em classes e
considerar a frequéncia de cada uma dessas classes. Por outras pala-
vras, 0 que ha a fazer € uma classificacdo dos valores possiveis de
X, ou seja, uma particdo do conjunto dos numeros reais. De resto,
sendo a populagdo U finita, nem € necessdrio considerar toda a recta
real, visto que, para além de certos limites, a frequéncia se torna
nula. Por exemplo, sendo x a varidvel “altura” numa populacdo de
seres humanos e tomando para unidade o metro, ndo serd neces-
sério, geralmente, sair do intervalo [0, 2], a ndo ser em casos ex-
cepcionais de gigantismo.

Quanto as células da particdo, convém que sejam, evidentemen-
te, intervalos, em numero finito. Tudo se resume, portanto, na parti-
¢ao dum intervalo limitado [a, b] em intervalos, por meio dum nu-
mero finito de pontos, a < x, < x, < ... <x,_,<b. Todavia, para que
se trate efectivamente duma particdo, ndo podem os intervalos ser
todos abertos ou todos fechados. Adoptaremos, em regra, interva-
los fechados a esquerda e abertos a direita (excepto o ultimo que
poderd ser fechado). Assim, para o intervalo [a, b], dividido pelos
pontos x,, x,, ..., X,, teremos a parti¢do

68 %, 5 [%s X[ 5 c5mss s [Xs 55 %4l 5 (%4581

A tais intervalos d4-se, em Estatistica, o nome de intervalos de
classe ou simplesmente, classes. Haverd vantagem, € claro, em que
todos esses intervalos tenham o mesmo comprimento € que 0s pon-
tos de divisdo correspondam a nimeros inteiros da unidade escolhi-
da ou dum submultiplo decimal da mesma.

Posto isto, consideremos, de novo, o atributo quantitativo x rela-
tivo a populacdo U. Supondo que se efectuou a medi¢do dessa gran-
deza em cada um dos individuos, os resultados serdao recolhidos nu-
ma primeira tabela, em que, a frente do nimero de ordem de cada
individuo, se indica o valor correspondente de x, por exemplo, a al-
tura desse individuo com o grau de aproximacao adoptado.
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Em seguida, feita a escolha dos intervalos de classe, as observa-
¢oes podem ser classificadas contando, para cada intervalo, o nime-
ro total de individuos a que correspondem valores de x situados nes-
se intervalo (frequéncia absoluta). Organiza-se, deste modo, uma
segunda tabela, que € ja uma fabela de frequéncias. O universo U &,
entdo, substituido pelo universo U* das classes e a tabela de fre-
quéncia define, manifestamente, uma distribuicdo de frequéncia
sobre U* (recorde-se o que, a este respeito, se disse no n.° 8). Para
ilustrar estas consideracdes, citaremos um exemplo extraido do tra-
balho de Daniel Nagore, Biometria, nociones sobre este método de
investigacion en genetica, Ministerio de Agricultura, Madrid, 1941.
O exemplo refere-se a uma sub-variedade de trigo, denominado vul-
garmente “‘Cataldo compacto”, classificado cientificamente entre
os Triticum vulgare crythrospermum (Percival) e obtido em campos
de estudo por seleccdo genealdgica. Desse trigo foi constituida uma
populacdo de 400 espigas, na qual se determinou directamente, em
cada individuo, o niimero de grdos e o comprimento da espiga (em
milimetros). Destes caracteres biométricos, que designaremos, res-
pectivamente por g € ¢, se deduziram os valores duma outra grande-
za: o numero de grdos por 10 cm de comprimento. Esta grandeza,
denominada densidade de espiga, € definida em funcdo das primei-
ras pela férmula

= lOOg.
¢

Estes dados foram registados numa tabela (que ndo reproduzi-
mos), na qual, a direita do numero da ordem de cada espiga se indi-
ca, numa coluna, o valor de g, noutra, o valor de ¢, € na tultima, o
valor de d, calculado este a partir dos primeiros a menos de 0,01.
Em seguida, escolheram-se os intervalos de classe, e daquela pri-
meira tabela deduziu-se a seguinte tabela de frequéncia:
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TABELA N° 3

Densidade Sequencl Densidade s
absoluta absoluta

145<d< 15 1 22,5<d<23 52
15 <d< 15,5 1 23 <d<235 41
15,5<d< 16 1 23,5<d<?24 19
16 <d<16,5 1 24 <d<?245 14
16,5<d< 17 1 245<d<25 6
17 <d<17,5 4 25 <d<?255 12
17,5<d< 18 5 25,5<d<26 2
18 <d< 18,5 5 26 <d<?26,5 2
18,5<d< 19 6 26,5<d<?27 1
19 <d<19,5 14 27 <d<27,5 1
19,5<d <20 6 27,5<d <28 1
20 <d<20,5 44 28 <d<?28)5 0
20,5<d<21 31 28,5<d <29 1
21 <d<?21,5 34 29 <d<29,5 0
21,5<d<22 50 29,5<d <30 1
22 <d<225 43

Ao olhar para esta tabua pode haver um equivoco, que € preciso
evitar. Por exemplo, a direita da fun¢do proposicional 19 <d < 19,5
escreveu-se 14. Ora, isto ndo significa que, para todo o valor de d
pertencente aquele intervalo, a frequéncia € 14, mas, sim, que € esta
a frequéncia do atributo ““densidade maior ou igual a 19 e menor
que 19,5 na populacdo considerada. O nimero 14 corresponde,
pois, ao intervalo [19; 19, 5[ e ndo a cada ponto deste intervalo. Por
outras palavras: € uma funcdo de conjunto — uma distribuicdo — e
ndo uma funcgdo de ponto (isto €, uma funcdo da varidvel d). Estas
observacdes vém, assim, esclarecer o conceito de distribui¢do intro-
duzido no n.° 9.

No trabalho a que nos referimos faz-se, depois, para determina-
do efeito, uma condensacdo dos dados, substituindo os intervalos de
comprimento 0,5 por intervalos de comprimento 1 e aplicando a
propriedade aditiva das distribuicdes. Obtém-se, deste modo, a se-
guinte tabela:
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TABELA N° 4

Densidade L Densidade Frequéncia

absoluta absoluta
14<d<15 1 22<d<23 95
15<d< 16 2 23<d< 24 60
16<d<17 2 24<d <25 20
17<d< 18 9 25<d< 26 14
18<d< 19 11 26<d <27 3
19<d <20 20 27<d<28 2
20<d <21 75 28<d<?29 1
21<d <22 84 29<d<30 1

Note-se que muitas vezes, para se designar cada intervalo de
classe, se indica o ponto médio desse intervalo. Assim, na tdbua
anterior, o intervalo [14, 15[ seria designado como a classe 14,5,
etc. Nestes casos, convém escolher os intervalos de modo que os
pontos médios sejam niimeros inteiros de unidades ou de submulti-
plos decimais da unidade. Recordemos que € este o critério usado
no arredondamento das médias de notas de alunos; assim, quando
se diz que a média € de 12 valores, estd-se a indicar, resumida-
mente, que a média é um numero x tal que 11,5 < x < 12,5; analoga-
mente, dizendo que a média é de 14,3, pretende-se dizer que a mé-
dia verifica a condi¢ao 14,35 < x < 14,36, etc.

O mesmo critério € ainda usado pelas companhias de seguros na
atribuicdo da idade para o pagamento do prémio, em seguros de vida.

12. Representacao grafica das distribuicoes: histogramas e
poligonos de frequéncia

Para ter uma vis@o mais directa e sugestiva duma distribui¢cdo de
frequéncia, procede-se a sua representacido grafica, comeg¢ando por
fixar no plano um sistema de eixos coordenados rectangulares, com
escalas geralmente diferentes. Uma vez marcados no eixo das abcis-
sas 0s sucessivos intervalos de classe (ndo sendo indispensavel que
o ponto de abcissa 0 coincida com o cruzamento dos €ixos), a repre-
sentacdo grafica pode, na pratica, ser feita de dois modos diversos:
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1.° processo — Sobre o segmento representativo de cada classe,
constrdi-se um rectangulo de altura (positiva) correspondente a fre-
quéncia dessa classe. A reunido dos rectdngulos assim obtidos € cha-
mada o histograma ou diagrama de colunas de distribuicao conside-
rada. (Na Fig. 1 é dado o histograma correspondente a Tabela n.° 4).

100
90
80
70
60 -
50

40

Frequéncias
N
S

~
S

S
14,5 3’

20,5
22,5

&  Densidade
N de Espigas

Fig. 1

E claro que as 4reas dos diferentes rectingulos séo proporcio-
nais as frequéncias das respectivas classes, de modo que a drea do
histograma representa, na mesma escala, o nimero total de indivi-
duos. Em particular, o quociente da drea dum rectangulo (ou duma
reunido de rectangulos) pela area do histograma dé a frequéncia re-
lativa da respectiva classe (ou da respectiva reunido de classes).
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2.° processo — Pelo ponto médio da cada intervalo de classe con-
duz-se uma perpendicular ao eixo das abcissas, sobre a qual se mar-
ca o ponto de ordenada igual a frequéncia dessa classe. Tracam-se,
depois, segmentos de recta, unindo entre si 0s pontos consecutivos
assim obtidos e unindo o primeiro e o ultimo destes pontos, respec-
tivamente, com o primeiro e o ultimo extremo dos intervalos marca-
dos. Obtém-se, deste modo, uma linha poligonal, a qual se d4 o no-
me de poligono de frequéncia ou poligono de Johannsen da distri-
buicdo considerada. Na Fig. 2 sdo dados os poligonos de frequéncia
correspondentes a Tabela n.° 3 (a trago fino) e a Tabela n.° 4 (a trago
cheio).

100 1
90 A
80 1
70 -
60 -

50 4

Frequéncias

401

30 -

20 1

101 IJ\
0 T T T

Densidade de espigas

Fig. 2

Observe-se que a primeira poligonal € mais sinuosa, mais irre-
gular do que a segunda.
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Dum modo geral, ndo convém que os intervalos de classe sejam
demasiado grandes, pois que, entdo, se obtém uma informacao
grosseira da distribuicdo. Mas também n2o convém que os interva-
los sejam demasiado pequenos, porque, entdo, se tornam mais sen-
siveis as influéncias individuais, rompendo-se aquela regularidade
estatistica, aquele possivel esboco duma lei simples que se colhe da
visao dum conjunto, mas que se desvanece ao aproximarmo-nos dos
individuos, dos casos i1solados.

E, ainda, manifesto que, uma tal regularidade estatistica sera
tanto maior quanto maior for o nimero de individuos, podendo, en-
tao, reduzir-se cada vez mais a amplitude dos intervalos. Deste mo-
do, a poligonal acabard por se confundir, sensivelmente, com uma
curva. E, assim, a intui¢do nos vai aproximando do conceito de dis-
tribuicdo duma varidvel continua, que serd estudado em rigor a partir
do capitulo seguinte. S6 depois disso poderemos tirar conclusdes dos
exemplos agora citados.

13. Independéncia e associacdo de atributos. Distribuicoes de
duas ou mais variaveis

Quando se pretende averiguar em que medida dois atributos
ou dois fenémenos andam ligados, numa popula¢cdo ou num tipo
de experiéncias, o que hd a fazer é um inquérito estatistico de que
vamos indicar as formas preliminares.

Suponhamos, por exemplo, que se trata de saber se, entre seres
humanos, o atributo “‘ser miope” estd, de qualquer modo, associa-
do ao atributo “‘ter olhos azuis”. O que, ocorre desde logo, € inda-
gar, numa populacdo tdo numerosa e variada quanto possivel, qual
a percentagem de miopes: 1.° — entre individuos com olhos azuis;
2.° — entre individuos com olhos ndo azuis. Se as duas percenta-
gens sao sensivelmente iguais, hd razao para pensar que os atribu-
tos considerados sdo independentes; se as percentagens se afastam
consideravelmente uma da outra, seremos inclinados a admitir que
os dois atributos estdo associados ou correlacionados: em sentido
positivo, se a primeira percentagem € maior que a segunda, em
sentido negativo, no caso oposto.

Analogamente se procederia para averiguar, por exemplo, se o
fumar estd ou ndo ligado com doengas de estbmago, se um insecti-
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cida € ou ndo eficaz no tratamento de certas plantas, etc., etc. Nestes
exemplos, comeca a desenhar-se a hipdtese duma relagdo de causa-
lidade entre dois fenémenos.

Estas consideragdes podem ser teorizadas do seguinte modo.
Sejam a, B dois atributos definidos num dado universo U, composto
de N individuos. Para indicar as frequéncias destes atributos e dos
seus contrérios, pode fazer-se uso duma tabela de duas entradas, do
seguinte tipo:

B B Total

o (@B) (oB) (00)
6@ @B) @p) (©)
Total ®) B N

Para brevidade de linguagem diremos “os o’ em vez de “os in-
dividuos com o atributo o”’, e, analogamente, para [3.

A propor¢ao dos oo em U € (o)/N (frequéncia relativa de o). A
proporc¢ao dos o entre os 3 serd (off)/(B); chamar-lhe-emos frequén-
cia condicional de o relativa a B e representé-la-emos por fr(o|B).
Ter-se-4, pois, por defini¢ao:

(a[B) _ fr(af)
13.1 fr(cL|B) = - ,
(13.1) r(|B) ® &0

O atributo o dir-se-4 independente de 3 em U se a propor¢ao
dos o entre os B é igual a propor¢do dos o entre os nao B, isto é, se

@B) _ (@B

fr ot/ B) = fir (x| B), ou seja, S
(o B) = fr(ct|B), ou seja, se ® &




350

Mas, recordemos a seguinte propriedade das frac¢des:

a+c a . I
= —, e reciprocamente.”V
b+d

a ¢ N
Se —=—, entdo
d

Ter-se-4, portanto:

o @B _©B) o ©p+@p)_@p)
® B ®+B  ®

, € reciprocamente.

Mas (o) + (OLB) =) e P+ (B) = N. Portanto, dizer que o é
independente de [ equivale a dizer que

(@B) _ (@)
® N

isto é, que a proporgdo dos o. entre os B é igual a proporc¢do dos o
na populacdo total. A férmula precedente, pode ainda, escrever-se

4

(13.2)

fr(a|B) = fr(o).

Logo, dizer que o é independente de B equivale a dizer que a
frequéncia condicional de o relativa a B € igual a frequéncia relati-
va de o, (em U).

Uma outra maneira de escrever (13.2) € a seguinte:

_ (@ B
(13.3) (@f)=—-—=,

féormula esta que, pela sua simetria em o e 3 nos mostra imediata-
mente que:

(1) — Com efeito, se pusermos % = 2 =k, vird a = bk, c = dk, a + ¢ = (b + d) k e, portanto,

a+c
3

k=2
b

S
W
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Se o. € independente de B, também [ é independente de o.

Diremos, entao, simplesmente, que os atributos o, B sdo inde-
pendentes (em U).

Mas a férmula (13.3) ainda se pode escrever com o aspecto

(@B) _ (@ (B)

5 T ou seja, fr(of) = fr(a) - fr(B),

donde o

TEOREMA DO PRODUTO. Se dois atributos o., B sdo indepen-
dentes, a frequéncia relativa de o3 € igual ao produto das frequén-
cias relativas de o. e de B. Reciprocamente, se esta condi¢do se ve-
rifica, os dois atributos sdo independentes.

Mais geralmente, da definicao (13.1) de frequéncia condicional,
deduz-se

fr(af) = fr(B) - fr(c|B)

ou, ainda, trocando os papéis de o, e de

fr (o B) = fr (o) - fr(B|ov),

o que se exprime dizendo que:

A frequéncia relativa de o3 ¢ igual ao produto da frequéncia
relativa de o. pela frequéncia condicional de B relativa a o. ou (vice-
-versa).

E claro que o teorema do produto se obtém como caso particu-
lar desta tltima proposicdo, pois que se tem fr(B|o) = fr(B), se e s6
se, o e B sdao independentes.

Suponhamos, agora, que o e 3 ndo sdo independentes em U.
Entao, de duas uma:

©@B) _ (@
® "N

Nno universo inteiro),

1) ou (isto é, a propor¢do dos o é maior entre os B que
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%) ou (o) )
B) N

Nno universo inteiro).

(isto é, a propor¢do dos o é menor entre os 3 que

No primeiro caso, tem-se, mais simetricamente,

(o) (B)
N

(13.4) (o) > ou fr(a.B) > fr(o) fr(B)

e diz-se que os atributos o, B estdo associados positivamente, ou,
simplesmente, associados (em U).
No segundo caso, também se pode escrever

(o) (B)
N

(13.5) (aP) < ou fr(af) < fr(o) fr(B),
e diz-se que o, B estdo associados negativamente ou desassociados
(em U).

Os casos extremos s30 aqueles em que a associacdo ou a desas-
sociacdo é completa. Diremos que os atributos o, B estdo completa-
mente associados (em U) quando um deles, pelo menos, implica o
outro, isto €, quando se tem:

ou ot C B (todo o o é um ) ou B C o (todo o B € um @),

podendo, em particular, verificar-se as duas hipéteses (serd, entdo,
o equivalente a B). E claro, que se tem o. C B ou B C o conforme for
(o) = (o) ou (B) =(aP). Portanto, dizer que os atributos o, B sdo
completamente associados equivale a dizer que (o.3) € igual ao me-
nor dos nimeros (), (B).

Os atributos o, B dizem-se completamente desassociados em U
quando se verifica uma, pelo menos, das seguintes condi¢des:

o=, ap=a,

isto, é quando sdo incompativeis os atributos o, B (nenhum o € [3)
ou 0s seus contrarios (todo o o é P).

Deste modo, é natural considerar a diferenca entre (o) € o va-
lor (o) (B)/N (chamado valor de independéncia) como um indice da
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intensidade da associa¢do ou desassociacdo. E costume designar por
0 esta diferenca e por (o.3), o valor de independéncia. Tem-se, pois:

(o) (B)

(@p), = , 0= (ap) - (ap),.

No entanto, para ter uma ideia comparativa dos graus de asso-
ciacdo, € necessario substituir & por um indice relativo. Entre os va-
rios indices que tém sido propostos para este efeito, 0 mais simples
€ o seguinte, chamado coeficiente de associacdo:

0= @B @p) - (@p) @B) _ NS |
(aB) (@) + (aP) (@)  (aP) (@P) + (P)(GP)

E claro que se tem Q=0 se e s6 se os atributos sdo indepen-
dentes (o que equivale a ser 0 =0). Os valores extremos de Q sio
+1e-1:

Tem-se Q= +1, se e so se os atributos estdo completamente as-
sociados, pois que, s6 nesse caso um dos factores (ocﬁ), (aB) se
anula.

Tem-se Q=-1, se e s6 se os atributos estdo completamente
desassociados, pois que, s6 entdo, se tem (o) =0 ou (&B) =,

Nos dois nimeros seguintes, estudaremos um outro indice de
associacdo, de grande interesse estatistico.

E fcil ver, ainda, que a condigdo (13.4) de associacdo positiva
(simétrica em o, e 3) € equivalente a qualquer das seguintes (assimé-
tricas):

(13.6) (o B) S (oc~B)
B (B)
(13.7) ©@p) . (@P)
@ (o)

e, analogamente, para a associa¢ao negativa. Ora, na prética, qual-
quer destas comparacdes €, geralmente, mais elucidativa do que a
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primeira para dar uma ideia do tipo de associacdo. Segundo a dispo-
sicdo adoptada na tabela-tipo atrds considerada, a férmula (13.6)
corresponde a uma comparacdo por colunas e a férmula (13.7) a
uma comparacado por linhas. Qual das duas deve ser preferida? Isso
depende da hipétese que se tiver em mente ao pOr o problema. Se a
relacdo suposta entre os atributos € assimétrica, préxima duma das
implicagdes oo C B ou B C o, deve preferir-se a comparagdo por li-
nhas ou por colunas, conforme for o ou 3 que se presume no papel
de antecedente ou causa. Se, porém, a relacdo suposta for de reci-
procidade, vizinha da equivaléncia o = 3, é preferivel a comparagao
entre (o) e (a.f3),, como se faz nas férmulas (13.4) e (13.5).

Consideremos o seguinte exemplo indicado por YULE e KEN-
DALL (obra citada, p. 40). Trata-se de investigar a associagdo entre
inoculacdo contra a célera e a isengdo do ataque; obtiveram-se 0s
seguintes resultados:

TABELA N° 5

Nao atacados Atacados | Total

Inoculados 276 3 279
N3o inoculados 473 66 539
Total 749 69 818

Pressupde-se, € claro, uma relacdo assimétrica, com o no papel
de causa. Convir4, pois, fazer uma comparacgao por linhas:

1) — Percentagem de inoculados que ndo foram atacados:

(aP) _ 276 — 98.9%
(o) 9

2) — Percentagem de ndo inoculados que ndo foram atacados:

(@) _ 473

=87,9%
@) 3539
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Sdo, talvez, mais sugestivos (embora equivalentes) as propor¢des

complementares:
1’) — Percentagem de inoculados que foram atacados: 1,1
2’) — Percentagem de ndo inoculados que foram atacados: 12,2

Em qualquer das formas € visivel a associag@o positiva entre a
inoculagdo e a isencdo do ataque (ou associacdo negativa entre
inoculagdo e ataque).

A comparacgdo por colunas indica, igualmente, uma associagao
apreciavel, mas € claro que ndo responde directamente a questio
implicita no inquérito:

1”) — Percentagem de ndo atacados que foram inoculados: 36,8
2”’) — Percentagem de atacados que foram inoculados: 4,3

14. Associacao e independéncia de particoes multiplas. Tabuas
de contingéncia

Consideremos, agora, mais geralmente, duas particdes em atri-
butos

{065 Oy wvos OL} {Bos Pisoess B}

num mesmo universo U com N individuos. Seja o a varidvel que
toma por valores o, O.,, ..., 0, € seja 3 a varidvel que toma por va-
lores B, B,, ..., B,. As duas parti¢des, cruzadas sobre U, determi-
nam uma nova particdo, mais fina, constituida pelos p.q atributos
o B, @G=1,2,...,p; k=1, 2, ..., g); em particular, alguns destes
atributos, podem ser impossiveis, 0 que reduz o seu numero efecti-
vo. As frequéncias dos atributos «,, 3, podem ser indicadas numa
tabela de duas entradas do seguinte tipo:

o B B, B, D i Bq Totais
Q, (o, B) @ B) | e (o, B,) (o)
o, (o, B ©B) | e (o, B,) ()
o, (o, B) @.B) | semmesas (o, B,) (a,)
Totais B, (> Sy T B, N
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Trata-se, manifestamente, duma generalizacdo do tipo de tdbuas
consideradas no nimero precedente, para o caso de duas parti¢oes
dicotémicas (p =g =0). Da-se-lhe o nome de tdbuas de contingén-
cia. Como exemplo, indicaremos, a seguinte tabela apresentado por
YULE e KENDALL (obra citada, p. 66), relativa as 2 varidveis
“cor dos olhos e “cor dos cabelos”, numa populagdo constituida
por 6.800 habitantes masculinos de Baden.

TABELA N° 6
Cor dos )

cabelos Louro |Castanho Preto Ruivo Total

Cor dos

olhos

Azul 1.768 807 189 47 2.811
Cinzento ou verde 946 1.387 746 53 3.132
Castanho 115 438 288 16 857
Total 2.829 2.632 1.223 116 6.800

Aqui, como se V€, a varidvel “cor dos olhos™ € susceptivel de
trés valores (“‘azul”, “cinzento ou verde” e ‘“‘castanho’), enquanto a
varidvel “cor dos cabelos” € susceptivel de quatro valores (“louro”,
“castanho, “preto” e “ruivo”).

Dum modo geral, diremos que a variavel o € independente da
variavel 3 (em U), quando cada um dos valores de o € independente
de cada um dos valores de [, no sentido precisado no nimero pre-
cedente; isto €, quando se tiver

(o) (B,
N

(o, B = , ou seja, fr(a, B,) = fr(o,) fr(B,)

para todos os valores possiveis de i e de k. E claro, que se o é
independente de B, também [ é independente de o diremos, entéo,
simplesmente, que as varidveis, o, B sdo independentes em U.

Se tal ndo acontecer, poremos, ainda,

(o) (BY

(o, By = N

, parai=1,2,...,p, k=1,2,...,¢q,
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e chamaremos aos numeros (o, 3,), valores de independéncia. Por
sua vez, chamaremos discrepdncias as diferengas entre os valores
observados e os valores de independéncia, isto €, aos nimeros

8, = (0, B) — (o, By, parai=1,2,...,p; k=12,....q

Desde ja, convém salientar que as discrepdncias ndo sdo alge-
bricamente independentes. Tem-se, com efeito, para cada valor de i:

2Pam_MMm]

8i1+5i2+’ N

_3 S I CHL(EN)
k;(ociﬁk)k; =

Mas
q
D (o, B) = (0, B) + (0 B,) + -+ + (o, B,) = ()
k=1
c
q
Z Bk(MEMh %)N(m
Logo

0, +0,+-+9,=0, para i=1,2,...,p
isto €, a soma das discrepdncias em cada linha é igual a zero.
Analogamente se conclui que € nula a soma das discrepdncias
em cada coluna, isto €, que:

O, +0,+-+0,=0, para k=1,2,...,q.

O nimero total dos §,, € pg. Mas € claro que basta conhecer os
valores das discrepancias em p—1 linhas e em g—1 colunas, pois
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os valores correspondentes a linha e a coluna restantes se determi-
nam por meio das relagdes estabelecidas. E ficil ver, agora, que néo
existem outras relacdes obrigatdrias entre as discrepancias; o nime-
ro total dos J,, independentes €, pois, (p—1) (g—1). Dé-se-lhe o no-
me de niimero de graus de liberdade da tabua em questao.

O conjunto das discrepancias d4 uma ideia do grau de associa-
¢do entre os diferentes valores de o e de . Mas convém resumir es-
ses dados num indice unico, de maneira tao simples e elucidativa
quanto possivel. A soma dos 0,, ndo serve, visto ser nula, como vi-
mos. Um indice independente dos sinais dos 9, é o que se obtém di-
vidindo o quadrado de cada discrepdncia pelo correspondente va-
lor de independéncia e somando os resultados obtidos. Este indice
que se representa por x> (qui quadrado) e se chama contingéncia
quadrdtica, apresenta, como veremos, um grande interesse em cién-
cias experimentais. Serd, pois, por defini¢do,

2= ___gk_
My sy

(Segundo um hébito corrente em Estatistica, omitiremos as indica-
coes relativas aos indices nos somatorios, quando nao houver perigo
de confusdo. Note-se que muitos autores usam a letra S em vez de X
como simbolo de somatorio).

Na prética, procede-se do seguinte modo para a determinacdo
dos 9,, e do 2. Comega-se por deduzir da tdbua inicial uma segun-
da tabua com os valores de independéncia nos lugares dos valores
observados. Em seguida, constroi-se a tabela das discrepancias por
simples subtraccdo entre os valores da primeira e os corresponden-
tes da segunda. Finalmente, calcula-se o y* segundo a defini¢do
deste indice.

No célculo dos valores de independéncia convém, ainda, obser-
var certos preceitos praticos. Visto que se tem

(0, B, = % = (0,) fr(B) = (B,) fr(a),
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pode-se comecgar por calcular, por exemplo, a frequéncia relativa de
cada B e multiplicé-la, depois, pelas frequéncias absolutas de todos
os o (ou vice-versa); sem esquecer que a soma das frequéncias rela-
tivas de todos os 3 ou de todos os o € 1, isto é:

fr(o) + fr(o,) + --- + fr(o) =1,

fr(B) +frB) +--- +fr(B)=1;

portanto, uma vez calculadas todas as frequéncias relativas menos
uma, a restante obtém-se por subtrac¢do da unidade. Daremos exem-
plos de célculo do %* no n° 16, em que abordaremos o estudo inter-
pretativo deste indice.

15. Associacoes parciais de atributos. Independéncia de atributos
no caso em que o seu niimero € superior a dois

Suponhamos agora, mais geralmente, que no universo U sio da-
das varias particoes em atributos. Podemos limitar-nos ao caso em
que as parti¢des sdo dicotdmicas. Consideremos, pois, as particdes
determinadas em U por vérios atributos

o B, 0,...

e pelos seus contrarios (em numero finito).

Além da frequéncia condicional de o a respeito de 3, podemos,
agora, considerar:

1) — A frequéncia condicional de ¥ a respeito de o e [3:

(afy) _ fr(ofy)

k0B =8 = Fp)

2) — A frequéncia condicional de 0 a respeito de o, B e y:

(apyd) _ fr(apyd)
(ofy)  fr(ofy)

fr (8|ay) =

etc., etc.
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Destas defini¢cdes resulta, desde logo, que se tem, em geral, a
formula do produto:

(15.1)  fr(oByd...) = fr(c) fr(Blo) fr(y|op) fr(S|opy)...,

férmula esta que continua a ser valida permutando entre si, de todos
os modos possiveis, as letras o, B3, v, 0, ...

Os atributos B, v dizem-se parcialmente independentes a respeito
de O, se

fr(YoB) = fr(ylo)

1Sto é, se

(@By) _ (o)
(of) (o)

b)

ou, ainda, o que € equivalente, se:

(o) @)

(opy) =

(o))
Caso contrério, os atributos B, v dir-se-do parcialmente associa-
dos a respeito de o.— positivamente ou negativamente, conforme for®

(oY) 2 (of) (o)

(o)

O caso da independéncia parcial também se pode conceber co-
mo associagao parcial nula.

Analogamente, se define associac¢ao parcial de 3 ou mais atribu-
tos a respeito de um ou mais atributos.

(1) — O conceito de associacdo parcial a respeito de o corresponde, assim, a substituir 0 univer-
so inicial U pelo universo dos o, isto €, pelo conjunto dos individuos com o atributo 0.



361

Note-se que, para 3 atributos ¢, [3, Y, se tém ao todo 3 associa¢des
totais (de oo com [3, de oo com Y e de B com ) e 6 associagdes parciais
(de oo com [ a respeito de ¥, de oo com 7y a respeito de B, etc.).

Os atributos o, B, 7, 0, ..., dizem-se independentes em U, se sdo
nulas todas as possiveis associacdes (totais e parciais) entre estes
atributos e seus contrdrios. Da férmula (15.1) deduz-se a seguinte
generalizacdo do

TEOREMA DO PRODUTO. Se os atributos o, B, v, ..., sdo inde-
pendentes, tem-se

(15.2) fr(afy...) = fr(c) fr(B) fr(y) ...

Todavia, pode reconhecer-se com exemplos que a reciproca nao
€, agora, verdadeira.

Também importa salientar que o facto de os atributos serem in-
dependentes dois a dois ndo implica a férmula (15.2), ao contrério
do que poderia pensar-se a primeira vista.

E, porém, verdadeiro o seguinte teorema, que contém o anterior
como caso particular:

TEOREMA. Para que os atributos o, B, v, ... sejam independentes,
€ necessdrio e suficiente que sejam vdlidas, ndo sé a formula

fr(ay...) = fr(o) fr(B) fr(y) ...

como todas as que se deduzem desta, substituindo um ou mais dos
atributos o, B, v, ..., pelos seus contrdrios.

A condicao é, evidentemente, necessdria: se os atributos dados
sdo independentes, a frequéncia condicional de cada atributo (ou do
seu contrdrio) a respeito de um ou mais dos restantes atributos (ou
dos seus contrarios) € igual a frequéncia relativa do primeiro no uni-
verso. Entdo, a férmula (15.1) simplifica-se tomando o aspecto
(15.2), pois que

fr(Blo) = fr(B), fr(y|op) = fr(y|ow) = fr(y), etc.;
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e 0 mesmo se pode dizer da férmula que se deduz de (15.1), substi-
tuindo um ou mais dos atributos pelos seus contrarios.

Demonstremos agora que a condi¢cdo € suficiente. Limitar-nos-
-emos ao caso de 3 atributos o, B, ¥, pois que, no caso geral, a de-
monstracdo € analoga. Por se ter

off = aB(y +7) = afy + afy,

sera

fr(a) = fr(ofy) + fr(apy).

Entdo, se forem verdadeiras as igualdades
fr(afy) = fr(o. fr(). fr(y), fr(ofy) = fr(o). fr(P). fr(y),
vird
fr(of) = fr (o). fr(B). fr(y) + fr(o). fr(B). fr(y) = fr (o). fr(P),

donde

fr(cu|B) = f;(;? — fr(B),
fr(y|oB) = ffrr(giy)) - (),

e, analogamente, para os restantes casos.

Para complementos e exemplos sobre este ponto, veja-se a cita-
da obra de YULE e KENDALL.

Note-se, ainda, que todas as consideracoes deste niimero e dos
dois precedentes se estendem, mutatis mutandis, ao caso dos acon-
tecimentos.
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16. Interpretacio duma tibua de contingéncia. Testes de
significincia

Vamos, agora, abordar o problema da interpretacdo duma tédbua
de contingéncia, aproximando-nos do conceito de probabilidade.

Como primeiro exemplo, consideremos o seguinte, extraido da
obra de FINNEY citada na adverténcia prévia:

Trata-se duma experiéncia hipotética relativa a proteccdo de
animais contra determinada doenga. Supde-se que o experimentador
dispde de 300 animais, e que decide submeter 100 destes a um certo
tratamento, reservando os outros 200 para controle. Supde-se, além
disso, que sao os seguintes os resultados obtidos:

TABELA N° 7
Sobreviventes | Mortos Total Mortos %
Nao tratados 152 48 200 24
Tratados 88 12 100 12
Total 240 60 300 20

E claro que se pretende averiguar em que medida estes resul-
tados autorizam a admitir uma real influéncia do tratamento na
doenca.

Para isso, comeca-se por adoptar uma atitude psicoldgica, que
faz lembrar o método de demonstracdo por reducdo ao absurdo
usado em Matemadtica, € que consiste em admitir precisamente o
contrdrio do que se pretende estabelecer: suponhamos que o trata-
mento ndo influi na doenca nem num sentido nem noutro. Nisto
consiste a chamada hipdtese nula. Admitida esta hipdtese, seria
natural esperar que os resultados obtidos fossem aqueles a que, no
n.° 13, chamamos valores de independéncia e que constam da se-
guinte tabela:
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TABELA N° 8
Sobreviventes | Mortos Total Mortos %
Nao tratados 160 40 200 20
Tratados 80 20 100 20
Total 240 60 300 20

Observe-se como foi construida esta tabela:
De acordo com as instrugdes préticas do n.° 14, calculou-se a
frequéncia relativa dos mortos, ou seja,

0 =0,2 =20%;
300

multiplicou-se depois, este resultado, pelos totais de animais ndo
tratados e de animais tratados, obtendo-se

0,2 x200=40, 0,2x 100 =20.

As frequéncias dos sobreviventes entre animais ndo tratados e
animais tratados s@o, respectivamente,

160 =200 - 40, 80 =100 - 20.

Posto isto, subtraindo os valores da tabela n.° 8 (valores de inde-
pendéncia ou valores esperados de acordo com a hipétese nula) dos
valores correspondentes da tabela n.° 7 (valores observados), ob-
tém-se a tabela das discrepdncias.

TABELAN° 9
Sobreviventes | Mortos Total
Nao tratados -8 +8 0
Tratados +38 -8 0
Total 0 0 0
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Verificam-se, € claro, as relagdes algébricas entre os 9,, indica-
das no n.° 14 (o numero de graus de liberdade € aqui igual a 1).

Mas pergunta-se agora:

Estdo estes resultados em contradigcdo com a hipétese nula?
A resposta exige reflexao.

E claro que o facto de o tratamento no influir na doenca néo
obriga, de nenhum modo, a uma rigida confirmacao dos valores de
independéncia: pode haver discrepdncias ndo nulas devidas ao acaso;,
s0 se as discrepdncias excederem um “certo limite” haverd motivo
para refutar a hipotese nula. Tudo estd, portanto, em avaliar esse
limite para além do qual a hip6tese nula € insustentével.

Note-se que uma questdo andloga se nos apresenta, quando se
lanca ao ar uma moeda, vérias vezes seguidas, e se regista de cada
vez o lado que fica para cima: coroa ou face. Se a moeda estiver
bem balangada (isto €, se os dois lados forem sensivelmente iguais
do ponto de vista da gravidade) é de esperar que, por exemplo, em
100 lancamentos sucessivos, se apresente coroa 50 vezes, isto €, que
seja 1/2 a frequéncia relativa deste acontecimento. Mas € bem pos-
sivel (e até mais provdvel) que, nos 100 lancamentos, se apresente
coroa mais ou menos de 50 vezes: simplesmente, a frequéncia abso-
luta do acontecimento serd tanto menos de esperar (tanto menos
provdvel), quanto mais se afastar do valor esperado, isto é, quanto
maior for a discrepdncia.

Este exemplo sugere o seguinte procedimento para averiguar em
que medida as discrepancias observadas no caso em estudo sdo atri-
buiveis ao acaso:

Tomem-se 300 bocados de cartdo, sensivelmente iguais em
substincia, forma e dimensdes, e distingam-se 100 desses cartdes
com a cor vermelha (representativos dos 100 animais tratados) e os
200 restantes com a cor branca (representativos dos animais nao tra-
tados). Execute-se, depois, um grande niimero de vezes seguidas, a
prova P que consiste nas seguintes operagdes:

1.°— Fechar todos os cartbes numa mesma caixa.

2.°— Agitar esta vdrias vezes.

3.°—Tirar da caixa ao acaso 60 cartdes (representativos dos

animais mortos).
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4.° — Registar o niimero de cartoes vermelhos existentes nessa
amostra de 60 cartoes.

E claro que a repeti¢io P implica a reposicio dos cartdes retira-
dos na prova anterior.

A cada realiza¢do da prova corresponderd, assim, uma tabua de
contingéncia de valores observados e, portanto, uma outra de dis-
crepancias. O que estd agora naturalmente indicado € verificar a
frequéncia relativa com que se registam discrepdncias iguais ou Su-
periores em valor absoluto as da tabela n.° 9, isto é, iguais ou supe-
riores a 8 (em valor absoluto).

Ora, quem tiver a paci€ncia de efectuar um nimero muito gran-
de de tais provas (pelo menos 1.000), verificard que so em cerca de
2 por cento das provas se apresentam discrepdncias iguais ou supe-
riores a 8, em valor absoluto. A raridade de tais discrepancias, em-
bora ndo autorize, em absoluto, a rejeitar a hipdtese nula, torna ja
bastante plausivel a hipotese da eficécia do tratamento.

Convém, desde j4, registar este facto: a frequéncia relativa com
que, numa série de realizacdes da prova P, se apresentam discrepan-
cias cujo valor absoluto € igual ou superior a um dado limite L, tende
a estabilizar-se num valor determinado, a medida que o nimero de
realizagGes aumenta. Ao tratar do conceito de probabilidade, vere-
mos, mais precisamente, em que consiste essa estabilizacdo. Entre-
tanto, podemos ja dizer que o referido valor se chama probabilidade
duma discrepdncia igual ou superior a L (em valor absoluto)®.

Ora, como teremos ocasido de ver, tal valor pode ser calculado
por deducdo puramente matemética, que dispensa as longas e fasti-
diosas séries de provas com cartdes a que fizemos referéncia. Por
este simples exemplo se pode ja fazer uma ideia da utilidade e do
alcance do Calculo das probabilidades.

O critério de interpretacdo atrds descrito pertence a categoria dos
chamados testes de significancia. Para averiguar se dado tratamento
¢ eficaz, comeca-se por formular a hipdtese nula, que consiste em

(1) — Nesta antecipacdo, que nos parece util do ponto de vista didactico (fazendo preceder a
teoria de exemplos concretos) seguimos a orientacdo da citada obra de FINNEY.
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supor o contrdrio, isto €, que o tratamento nao tem efeito nenhum.
Da tabela dos valores observados, deduz-se, entao, a dos valores es-
perados (de acordo com a hipdtese nula) e, em seguida, a das dis-
crepancias. Posto isto, investiga-se a frequéncia relativa com a qual,
sendo valida a hipotese nula, se apresentariam discrepancias tdo
grandes ou maiores (em valor absoluto) do que os desvios observa-
dos. Tal investiga¢do poderia ser feita directamente, pelo processo
empirico, laborioso, de amostragem casual de cartdes, segundo o es-
quema atrds descrito; mas a Matemdtica permite evitar esse traba-
lho, por meio do Cdlculo das probabilidades. Se a frequéncia relati-
va (ou melhor, a probabilidade) de tais desvios for muito pequena,
entdo, sim, havera razao para rejeitar a hipétese nula, admitindo co-
mo real a influéncia do tratamento. Os desvios observados dizem-
-se, entdo, estatisticamente significantes ou apenas significantes. De
contrario, continuard de pé a hipétese nula, enquanto novas expe-
riéncias ndo vierem enriquecer o material de dados, para que o in-
vestigador se possa pronunciar num ou noutro sentido.

Mas o que se entende aqui por frequéncia relativa “muito pe-
quena” e por frequéncia relativa “ndo muito pequena”? Haverd, ne-
cessariamente, uma extensa margem de subjectividade no emprego
destes termos. O critério a adoptar no seu uso depende ndo s6 da ex-
periéncia realizada, como, ainda, da intuicdo do experimentador, que
neste campo dispoe de ampla liberdade.

Em investigacOes agrondmicas € usual considerar j4 como
“muito pequena”, em casos tais, a frequéncia relativa de 1 por 20
(0,05), embora, por vezes, se prefira considerar como “muito peque-
na” a frequéncia de 1 por 100 (0,01), sem esquecer que se trata aqui
das frequéncias respeitantes a um grande nimero de provas (ou me-
lhor, de probabilidades). Para distinguir aqueles dois graus de signi-
ficancia (ou niveis de significancia, como usa dizer-se nestes casos),
convenciona-se chamar ao primeiro, “significante” (sem qualquer
restritivo) e ao segundo, “altamente significante”. Convém salientar
que se trata aqui apenas duma conveng¢do de linguagem, reconheci-
da como apropriada por estatisticos e experimentadores. De resto,
ndo sdo estes os Unicos niveis de significancia empregados: casos
ha em que uma probabilidade de 1 por 10 € ja considerada signifi-
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cante (especialmente em investigacdes médicas, em que o tratamen-
to consista numa ligeira alteracdo de regime, pouco dispendiosa e
sem risco para o doente); e casos hd, pelo contrario, em que se re-
quer um nivel de 1 por 1.000 (quando se trate de alteracdes de regi-
me que sejam profundas e dispendiosas).

Em sintese, podemos dizer que a aplicagdo dum teste de signifi-
cancia comporta 0s seguintes passos:

1) — Formular a hipotese nula, contraditoria do facto expe-
rimental a estabelecer.

2) — Escolher o nivel de probabilidade que pareca mais
adequado a natureza da experiéncia e ao tipo de decisdo a
tomar.

3) — Empregando o cdlculo das probabilidades ou efectuan-
do uma longa série de provas com cartoes no género das que
foram descritas, avaliar a probabilidade de que, sendo vdlida a
hipdtese nula, as discrepdncias casuais sejam pelo menos tdo
grandes (em modulo) como aquelas observadas na experiéncia.

4) — Se a probabilidade obtida em 3) é inferior a probabi-
lidade escolhida em 2), rejeitar a hipotese nula; de contrdrio,
deixar suspensa a conclusdo.

E, agora, o momento de mostrar o partido que se pode tirar da
funcdo x* dos desvios, como teste de significincia aplicado a uma
experiéncia, cujos resultados estejam inscritos numa tdbua de con-
ting€ncia. Mostra a andlise matematica o seguinte: a probabilidade
de que, sendo vdlida a hipétese nula, o valor de %> exceda um dado
limite, pode, sob certas restri¢des, ser calculada com suficiente
aproximacdo, sem fazer intervir os nimeros de individuos observa-
dos, mas, unicamente, o nimero n de graus de liberdade da tdbua
em questdo. Deste modo, serd possivel calcular, uma vez por todas,
para cada valor de n, as probabilidades correspondentes a diversos
valores de * e registar os resultados numa tdbua de duas entradas,
que pode ser usada pelo investigador, com enorme economia de es-
forco e de tempo.

(1) — Sé ao tratar das distribui¢des de varidveis continuas, podemos referir-nos aos funda-
mentos tedricos deste método.
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Assim, por exemplo, para n =2, sendo vélida a hipétese nula,
esta calculado que se tem:

¥* 20,5 em cerca de 50 % dos casos,
x* = 2,7 em cerca de 10 % dos casos,
x> = 3,8 em cerca de 5 % dos casos,
x> = 6,6 em cerca de 1% dos casos,
x> 2 10,8 em cerca de 1% dos casos.

Por outras palavras, a probabilidade de se ter x> > 0,5 € aproxi-
madamente igual a 0,5, o que também se exprime escrevendo

Pr(x2=0,5)=0,5

e, analogamente: Pr(y*>2>2,7) = 0,1; Pr(%* = 3,8) = 0,05, etc.

Estes resultados podem ser confirmados, experimentalmente
pelo processo das provas repetidas atrds descrito, calculando o valor de
x> correspondente aos resultados de cada prova e determinando, no
final, a frequéncia relativa dos valores > 0,5, a dos valores > 2,7, etc.

Ora, tornando ao exemplo das tabelas n°s 7, 8 e 9, verifica-se
que é:

Q)2 7 2 Q)2
8 & 8 (9

= 6,00.
160 40 80 20

X

Segundo a doutrina exposta, a probabilidade de que seja x> = 6,6
deve ser um pouco superior a 1% (mais precisamente 0,0143), o que
concorda com a frequéncia de cerca de 2% que se obteria numa
longa série de provas com cartoes.

Mas € preciso notar que o uso do (> e dos respectivos niveis de
probabilidade envolve aproximacoes que so sdo aceitdveis quando
os niimeros de individuos sdo grandes. Uma regra pratica que cos-
tuma ser recomendada € a de que nenhum dos valores esperados
(ver tabela n? 8) deve ser inferior a 5. Contudo, a aproximacao pode
ser melhorada consideravelmente, em qualquer caso, por um sim-
ples artificio, que consiste em diminuir 0,5 ao médulo de cada dis-
crepancia, antes de calcular o ? (correc¢do de YATES). Assim, no
caso em estudo, viria
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= 75¢ , (.5° , (157 (7,57

= 5,217.
160 40 80

O valor da Pr(y* = 5,27), no caso ideal a que se refere a teoria
matematica, € 0,0217, em vez de 0,0143 — bastante mais préximo
do verdadeiro valor que €, no caso considerado, 0,0210 (a menos
de 0,0001).

Da mesma obra extraimos um segundo exemplo, relativo a uma
tdbua de contingéncia com 3 graus de liberdade. Trata-se de colheitas
de cevada em 260 campos, feitas em 1942. No inverno e primavera
precedentes, tinha-se avaliado em cada campo a populacédo da larva
dum coledptero, comum em Inglaterra, com o nome de “wireworm”
(alfinete). Segundo determinado critério, classificou-se a infestacao
dos diferentes campos em “baixa”, “moderada”, “alta” e “muito
alta”. Por sua vez, o resultado das colheitas foi classificado em
“satisfatorio” e “ndo satisfatério”. Os resultados s30 os que constam

da seguinte tabela:

TABELA N? 10

Resultados das colheitas Infestacao Total

Baixa| Moderada Alta Muito alta

Satisfatorios 94 62 31 15 202
N3o satisfatérios 15 15 17 11 58
Total 109 77 48 26 260

Daqui se deduziu uma tabela de valores de independéncia € uma
outra de discrepancias (tabelas que ndo reproduzimos), achando-se
o seguinte valor:

2 9 - 2 5 2
037 @27 (637 (527,
84,7 599 373 20,2

+ ( 9,3) + ( 2’2) + (6’3) + (5’2) = 15,7
243 172 107 58
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A tabela n? 11, em que sdo indicados alguns niveis de signifi-
cancia para % mostra-nos que o valor 15,7 calculado € sensivel-
mente superior ao valor 11,3, que, para 3 graus de liberdade, marca
o nivel “altamente significante”. H4, pois, razdo suficiente para ex-
cluir a hipétese nula.

TABELA N° 11

Graus de Frequéncias relativas Limites (Probabilidades)
liberdade 0,1 0,05 0,01
| 2.7 3,8 6,6
! 4,6 6,0 9,2
;SR 6,3 7,8 11,3
4o 7,8 9,5 13,3
6 e 10,6 12,6 16,8
. ——— 13,4 15,5 20,1
£ R————— 16,0 18,3 23.2
;- R VP 22.3 25,0 30,6
P | 28,4 31,4 37,6
29 ssmmsscmTRS 34,4 37,1 443
| S —— 40,3 43,8 50,9

Convem notar que:

1) Dum modo geral, o teste do %*, como foi descrito, ndo deve
aplicar-se quando algum dos valores esperados for demasiado pe-
queno, exigindo-se, nesse caso, uma andlise estatistica especial.

2) A correccdo de Yates é somente aplicdvel nas tdbuas de 2 X 2
(com 1 grau de liberdade).

H4, ainda, certos pormenores, relativos a realizacdo da experién-
cia, que precisam de ser observados, para que o teste de significan-
cia ndo resulte ilusério. Tornando ao primeiro exemplo citado neste
nimero, € 6bvio, que, se 0s animais tratados tiverem uma prove-
niéncia diferente da dos animais ndo tratados, as diferencas regista-
das podem muito bem nao ser devidas ao tratamento. Para atenuar o
mais possivel os factores estranhos ao tratamento, o que hé a fazer €
destacar os 300 animais duma populacio tdo homogénea quanto
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possivel, e, entre esses, escolher, completamente ao acaso, os 100
animais a serem tratados, dando a todos os 300 igual probabilidade
de serem escolhidos. Esta operacdo, chamada casualizacdo, tem de
ser efectuada estritamente por um processo objectivo, em que nao
intervenha qualquer factor pessoal na escolha. Um tal processo pode
consistir no seguinte: numerar os animais de 1 a 300, deitar numa
caixa 300 cartdes iguais, numerados de 1 a 300, e tirar 100 a sorte;
os numeros saidos serdo os dos animais a tratar.

Nunca é demais encarecer a importancia da casualizacdo, nestes e
noutros tipos de experi€ncia, como base duma investigacdo estatisti-
ca bem orientada. Nao podemos, contudo, indicar aqui 0s pormeno-
res da técnica, a que por vezes tem de obedecer uma tal operacao.

Note-se que o papel do estatistico ndo se limita a interpretacao
dos resultados experimentais: ele pode contribuir, com grande van-
tagem, para o planeamento da experiéncia. Nao pertence ao ambito
do nosso curso o estudo deste assunto de alto interesse. Limitar-
-nos-emos, por isso, a breves indicacdes sobre a natureza da questao,
no caso particular do tratamento hipotético atrds considerado. Supo-
nhamos, por exemplo, que se tinham escolhido, apenas, 2 ou 3 ani-
mais para serem tratados, reservando os restantes para controle (ou
vice-versa); € manifesto, mesmo a priori, que os resultados nio au-
torizariam um juizo seguro. Deve, portanto, haver uma propor¢ao
dptima para revelar a eficdcia do tratamento, caso este tenha, de facto,
efeito. Porém, essa proporcao nio €, como poderia parecer a primei-
ra vista, a de 50% para os dois grupos. Na Tabela n?’ 12, esto indi-
cados os valores do * para diferentes propor¢cdes de animais trata-
dos, entre os 300, na hipétese de a percentagem de mortos entre
animais tratados ser em todos 0s casos a mesma que se observa na
Tabela n? 7 (12%). Vé-se que o maximo valor do %* € atingido na
propor¢ao de 175 animais tratados para 125 ndo tratados. Serd, por-
tanto, essa propor¢do ideal para a experiéncia.

E claro que, quanto maior for o nimero total de casos indivi-
duais estudados, melhor informacgdo fornecem os resultados obti-
dos; mas esse nimero € forcosamente limitado por razdes de ordem
econdmica, e, por 1ss0, mais necessario se torna tirar o maior rendi-
mento possivel do material de que se dispoe.
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TABELA N° 12

N? de animais tratados x> para 12% de mortalidade

25 1,2

50 2,8
100 53
123 6,1
150 6,5
175 6,6
200 6,3
250 4,0
213 2,0

Muito mais haveria a dizer sobre testes de significancia, mas,
embora o assunto seja de grande interesse para agrénomos, nao po-
de ser desenvolvido nesta cadeira. E, se nos alongdmos um pouco a
respeito do teste do 2, foi sobretudo para dar uma ideia de como o
Célculo das Probabilidades pode intervir nas aplicacOes de carécter
agrondmico.

B - Probabilidades

1. Légica indutiva

Suponhamos que, em 7 realizagdes, duma mesma prova P, um
dado acontecimento a se realizou n vezes: entdo, a frequéncia rela-
tiva do acontecimento o, na referida série de provas, serd f=n/n=1.
Como j4 tivemos ocasido de observar, este facto ndo habilita a con-
cluir que o seja um acontecimento certo. No entanto, se o nimero »
de provas realizadas for muito grande, é-se levado a admitir que o
acontecimento € praticamente certo, embora nao se possa concluir
que seja certo (em absoluto). Nisto consiste, esquematicamente, a
indugdo ou raciocinio indutivo, que se encontra na base de toda a
ciéncia experimental. E bem sabido que as leis fisicas ou, melhor,
as leis da Natureza, t€m caricter contingente: nao se pode garantir
que sejam absolutamente infaliveis.

Seja, por exemplo, a seguinte experiéncia: aproximar uma chama
dum frasco, com a boca para baixo, no qual se tenha introduzido
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