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adequado de regras (axiomas), que nos permita raciocinar logica-
mente sobre tal conceito. (No final do capitulo trataremos do conceito
qualitativo de probabilidade.)

12. Axiomatizacdao do conceito de probabilidade. Das
consideragbes precedentes podemos tirar, como stimula, a seguinte
norma préatica:

Dizer que a probabilidade de um acontecimenio «, relativo a uma
prova /), é um determinado nimero p, significa que, dado um nimero
positivo &, t30 pequeno quanto se queira, existe sempre um numero
n bastante grande tal que, numa sequéncia de n ou mais realizagdes
de /), é praticamente certo que a frequéncia relativa de « estars
compreendida entre p—c e p +¢.

Ndo se trata aqui propriamente duma definicdo. E preciso notar
que, no conceito de ‘certeza pratica’ ja estd implicito o de “proba-
bilidade’: um acontecimento diz-se praticamente certo, quando a sua
probabilidade é aproximadamente 1, com erro desprezivel (). No
entanto, a regra anterior elucida bastante sobre o uso prético do
termo ‘probabilidade’. Uma vez que as probabilidades sdo frequéncias
relativas previstas, € natural atribuir-lhes as mesmas propriedades
formais que se aplicam a frequéncias relativas (ver n.° 9). Somos,
assim, levados a admitir, como axiomas, as seguintes propriedades,
sendo « e B dois acontecimentos relativos a uma prova 7):

AXIOMA 1. A probabilidade de « — que se designa abreviada-
mente por P(a) — é sempre um nudmero real ndo negativo, isto é:
P(x) = 0.

(') Analogamente, um acontecimento diz-se praticamente impossivel, quando
a sua probabilidade é aproximadamente O, com erro desprezivel. Por exemplo,
é praticamente impossivel que um macaco escreva & méaquina a Eneida (exemplo
do macaco dactilégrafo, de Emilio Borel).
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AXIOMA 2. A probabilidade do acontecimento certo é 1, isto é:
P(x) =1 se a=1.

AXIOMA 3. Se a e B sdo acontecimentos incompatfveis, tem-se:

Phee ) = Fial + Peg)

Destes axiomas (como premissas) deduzem-se, logicamente,
vérios teoremas (como conclusbes), entre os quais 0s seguintes:

TEOREMA 1. A probabilidade do acontecimento contrario de
« é1— P(a), isto é:

P(&) =1 - P(«)

Com efeito, como o & = (0 (pbrqué ?) tem-se:

P(a + &) = P(a) + (P&) (Porgué?)
Por outro lado, como o+ & =1 (porqué?) tem-se:

P(x) + P(&) =1 (porqué?)
e, portanto, P(&) =1 — P(«).
COROLARIO 1. Se o é acontecimento impossivel, tem-se:
P(e) = 0 (demahstre)

COROLARIO 2. Qualquer que seja o, tem-se:

P(e) <1 ( demanstre)

Portanto: P(x) é sempre um nimero real do intervalo [0.1].
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"TEOREMA 2. Se a,, %2, ..., ®n S0 n acontecimentos incom-
patlveis dois a dois (relativos & mesma prova *f)) a probabilidade
de que se realize um, pelo menos, dos acontecimentos «4, &5, ..., tn
€ a soma das probabilidades destes acontecimentos, isto é:

n n
P(E oci> =_2§l P(x), se o o = (0 para i # k

i=1 i=

Para demonstrar este teorema, basta aplicar, repetidamente, o
axioma 2, observando que

g + 0y + g = (0tg + o) + g,

oqg +og +ag+ K4 = (Ol-| +os+ G(3) + o4, etc.

e que, se a4, oy, ..., %y SA0 incompativeis dois a dois, também a3 é
incompativel com «4 + a5 (prove), «, com o, + o2 + ot3, etc.

TEOREMA 3. Quaisquer que $ejam os acontecimentos «,
relativos & prova (), tem-se:

P ) = Fum) + P — Paep)
Com efeito, tem-se (prove):
M a=of +of , B=apB+ap
(2) ‘ a+B=af+&B+ap
De (1) vem:
(3}  P(a)=P(«f) +P(ap) , P(B)=P(aB)+P(«p) (Porqué?)
S (2) vem:
P+ B) = Pla B) + P(& ) + P(«p) (Porqué?)
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Donde, atendendo a (3):
P(a+B) = P(a) + P(B) — P(« B)

Este teorema pode generalizar-se ao caso de n acontecimentos,
obtendo-se a FORMULA DE DANIEL DA SILVA em termos de pro-
babilidade.

13. Exemplos de aplicaco. Vamos ver como as regras
anteriores (axiomas e teoremas) podem ser aplicadas na préatica.
Os exemplos que vao seguir-se referem-se quase todos a jogos de
sorte, também chamados jogos de azar (atribuindo aqui 3 palavra
‘azar’ o significado de ‘acaso’). Na verdade, foram as reflexdes de
alguns mateméticos sobre jogos de azar que deram origem ao
célculo das probabilidades. Mais adiante trataremos de exemplos
mais importantes.

EXEMPLO 1. Consideremos o caso do langamento de um dado
80 acaso e sejam «q, o2, ..., 0g 0S acontecimentos ‘sair 0 n° 1’
‘sair o n° 2', ..., 'sair o numero 6'. Se o dado é imperfeito, isto é,
se nao se aproxima bastante de um cubo ou se é sensivelmente
ndao homogéneo (por exemplo, mais denso nuns pontos que nou-
tros), as probabilidades

P(a1), P(az), S P(Gs)

ndo sdo sensivelmente iguais, mas poderdo ser determinadas empiri-
camente com maior ou menor aproximac¢édo. (Como?)

Seja porém como for, 0 acontecimento ‘sair nimero primo menor
que b’ 6, neste caso, x, + «3 €, portanto, a sua probabilidade sera:

P{az+a3) = P(e2) + P(xa)  (Porqué?)
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